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CHAPITRE PREMIER 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

\ fr 


j La Trigonométrie a pour but la définition et. 1 et'nie U 
fonctions circulaires et leurs applications à la mesure des éléments 
des figures et en particulier dès triangles. 

Nous commencerons par donner un certain nombre de propositions 
relatives aux arcs de cercles. 

2. Mesure des arcs de cercles. — Considérons, sur un cercle 
de centre 0 un arc de cercle AB. Il existe pour mesurer cet arc de 

cercle trois systèmes d’unités : 

1° Le système du degré, où l’unité principale est le degré, qui 
est la 360* partie de la circonférence; le degré se divise en 60 minutes 
(60') et la minute en 60 secondes (60"). On voit quelles opérations 
sur des arcs mesurés dans ce système sont assez compliquées. 

2° Le système du grade, où l’unité principale est le grade, qui est 
la 400° partie de la circonférence. Le grade a d’abord été défini par 
l’angle au centre correspondant, qui est la centième partie de l’angle 
droit. Le grade se divise en dixièmes, centièmes, etc. Pour conserver 
avec le premier système une certaine analogie on a appelé minute 
de grade le centième de grade et seconde de grade de dix-millième 
de grade. Ce système a sur le précédent l’avantage que les calculs 
se font dans le système décimal. 

3° Ces deux systèmes sont employés dans les calculs pratiques. 
Dans les recherches théoriques on utilise le système du radian, dans 
lequel l’unité d’arc est dans un cercle de rayon R Varc qui a pour 
longueur R. 

Cherchons la mesure d’une circonférence quelconque de rayon R 
en radians. Nous utiliserons le théorème suivant qu’on démontre en 
arithmétique. 


LO 


THIGOX0MÉTRIE 


JLe rapport de deux grandeurs de même espèce est égal au quo¬ 
tient des nombres qui les mesurent quelle que soit Vunité choisie 
pour taire ces mesures * 

Soit AB Tare de la circonférence dont la longueur est égale au 
rayon R. 

Si nous prenons comme unité de mesure F unité de longueur, par 
définition l’arc ÂR a pour mesure R; la circonférence entière a pour 
mesure 2 nR. Si nous prenons comme unité le radian, Tare AB a 
pour mesure 1; soit x la mesure de îa circonférence en radians; 
écrivons, avec les deti.x systèmes d 1 imitée, la valeur du rapport de 
la circonférence entière h l are ÂR; nous obtenons d'après îe théorème 
rappelé : 

circonférence _ x 2 rit 

arc AB i R 

d oii I on déduit ; x = 2 su 

Ainsi : dans une circonférence quelconque, la mesure de la circon¬ 
férence en radians est 2 tt. 

La demi-circonférence a pour mesure sr, le quart de la circonfé¬ 
rence, appelé quadrant , a pour mesure —. 

3. Passage d'un système de mesure à T autre* — On utilise 
le même théorème que précédemment, en écrivant, dans les trois 
systèmes le rapport de l'arc considéré à la demi-circonférence, 

Soit a la mesure de Tare en degré*, /? sa mesure en grades, x sa 
mesure en radians; dans les trois systèmes d'unités, la demi- 
circonférence a pour mesures respectives 180, 200 et tt* et l'on a . 

arc _ a _ B _ x 

1 “ ~ “ 180 ” 200 7 ' 

— circonférence 

2 

Ces égaillés résolvent complètement le problème du changement 
d'unités. 

En particulier, on a : 

îra 

X = —- * 

180 

Cette formule donne, pour îes mesures respectives en radians des 
arcs de 30°, 45*, 60*, 90° ; 

TT “ ÎT 7T 

«■ T F T 

Ces nombres seront constamment utilisés. 

Tout ce qui précède s’applique sans modifications aux angles au 
centre interceptant sur le cercle ces différents ares, angles qui ont 
mêmes mesures que les arcs interceptés. 
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GENERALISATION DE LA NOTION D'ARC DE CERCLE 

4. Cercle orienté, — On appelle cercle orienté un cercle sur lequel 
on a choisi un point fixe À, appelé origine des arcs et un sens de 
parcours appelé sens positif. C’est le sens inverse du sens des aiguilles 
d'une montre; le sens contraire ■se nomme le sens négatif. 

Considérons sur un cercle orienté un point 
mobile M partant de l'origine A et se déplaçant 
dans le sens positif; désignons par x la mesure 
en radians de Tare décrit depuis le point de 
départ A, 

Le point M peut faire à partir de À, sur le 
cercle* un nombre de tours qui peut être aussi 
grand que Fon veut et, par suite, le nombre x 
peut prendre une valeur positive aussi grande Fie. 

que Fou veut. Si le point mobile partant de A 
sc déplace dans le sens négatif* ü peut aussi faire à partir de A 
un nombre de tours négatifs aussi grand que l'on veut en valeur 
absolue, de sorte qu’un arc de ce cercle ainsi défini est une grandeur 
algébrique qui peut prendre toutes les valeurs de — x> à -+- x>. 

Cette définition constitue la généralisation de la notion d arc. 

Il est bien évident que cette généralisation s'étend d’elle-même 
aux angles au centre ayant pour côté fixe le rayon OA, et dont le 
second côté est le rayon OM. 

Considérons, maintenant, sur un cercle orienté d'origine À un point 
fixe M, Il est évident qu’il existe une infinité d’arcs ayant A pour 
origine et M pour extrémités. 

Nous allons démontrer que les mesures en radians de fous ces 
arcs sont comprises dans la tormule : 

x — a H- 2 *37, 

dans laquelle a esf la mesure de Fuji quelconque d f entre eux r et h un 
nombre entier positît> négatif ou nui* 

Désignons par AM le plus petit arc positif d'origine A, et d'extré¬ 
mité M; pour décrire un arc quelconque d'origine À terminé en M, 
on pourra d'abord décrire l'arc positif AM, puis, à partir de M, pour 
y revenir il faudra décrire, soit dans le sens positif, soit dans le 
sens négatif* un nombre entier de circonférences; si h est le nombre 
algébrique entier de ces circonférences, la mesure de l'arc considéré 
sera : 



x = AM -h 2 ?i7T, 



t 2 


i 


trigonométrie 


Considérons maintenant on second arc d origine A terminé en M; on 
verra de la même façon que sa mesure est de la forme - * 

a = AM -F 2 h' 77 . 

Des deux égalités précédentes on déduit, par soustraction : 

x — a ~ $(h — h f )x. 

La différence h — h' de deux nombres entiers algébriques 
est un nombre entier positif ( négatif ou nul, et en posant h — k' = L, 
nous obtenons : 

x — a — 2 fer, 

c'est-à-dire : 

Il est bien évident que, réciproquement, tout arc dont la mesure est 
donnée par cette formule est terminé au même point M que l'arc a, 

Remarques. — I t Si x et a étaient les mesures des arcs en degrés 
ou en grades, il faudrait remplacer la relation obtenue par l'une des 
relations : 

x = a + 360 k ou x = a -F 400 fe. 

:!* Les formules qu on vient d'établir donnent les mesures de tous 
les angles que forme avec la demi-droite fixe OA la demi-droite ÜM. 



5. Relation de Chasles sur un cercle orienté. — Considérons, 
sur un cercle dirigé, des points A, B, C, D, E, rangés dans un ordre 

quelconque. Soit a la mesure du plus petit arc 

O positif, d'origine A et d'extrémité B, /3 celle 

du plus polit arc positif d'origine B et d'extré¬ 
mité C, y celle du plus petit arc positif d'ori- 
A gine C et d'extrémité D, etc.; S, £ les mesures 
des arcs DE et ËÀ, définis de la même façon. 
Si un mobile engendre tous ces arcs en mar¬ 
chant toujours dans le sens positif, quand, 
F parti de À, il y revient, il a parcouru un nom- 

ne. 2 . hre entier de cercles, et si n est ce nombre, 


on a 




Soient maintenant AB, BC, CD, DE, EÀ, des arcs quelconques ayant 

mêmes origines et mêmes extrémités, respectivement, que les précé¬ 
dents, on a : 


AB = a -+- 2 h*r; 


BC = fi H- 2 hV; 


DE = S -F 2 h" f x; EA — e H- *h'"V 


CD = 7 - 1 - Èh"~; 


4 h . 
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En ajoutant, on obtient : 

AB + BC -F CD H- DE + EA 
= (a + j 8 + y + S + e) + 2(7 1 + K + h* -F h'" + h m )w t 

c'est-à-dire : AB+BÜ-hCD + DE + EA = 2 K;r, 

K étant un nombre entier positif, négatif ou nul. 

C'est la relation de Chasles sur un cercle dirigé. 

En particulier, pour trois points A, B, C, on a : 

AB -F B€ -F CA — 2 ter; 


ce qui peut encore s'écrire ; 


AC = AB + BC H- 2 fcV. 


6 , Les applications sont analogues à celles que l'on fait en géomé¬ 
trie pour les points sur un axe. 


On appelle abscisse curviligne d’un point 
d'un cercle orienté d’origine À la mesure algé¬ 
brique de Lun dos arcs d'origine À et d'extré¬ 
mité M. Sî x est cette abscisse et AM un des 
arcs terminés en M, on a ; 

x — AM -F 

i/abscisse curviligne n'est définie qu'à 2 hn près. 

Soient M et M' deux points d'abscisses curvi¬ 
lignes x et x , on a ; 



Fig. 3. 


AM = x -F 2 ter; 


AM' = xf + 2 fcV; 
et la relation de Chasles donne : 

AA! + MM' = AM' 4- 2 ter; 

d'où : 

MM' = AM' — AM + 2ter = af — x 4 2(te — fc -F h)*; 

mm # = xf — x + 2 h» 

te te, h , /, étant des nombres entiers positifs, négatifs ou nuis. 

Ces diverses relations s’étendent aux angles au centre interceptant 
les arcs correspondants. 




CHAPITRE H 


DÉFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES 


DEFINITION DU CERCLE TRIGONOMETRIQUE 

» * 

« 


7. On appelle cercle trigonométrique un cercle orienté de rayon 
égal à l'imité de longueur accompagné de deux axes rectangulaires 

A*A, BT 1 passant par son centre. L’origine A 



des arcs se trouve sur la partie positive du 
premier qui se nomme l’axe des cosinus; le 
second, B'B, appelé axe des sinus est dirigé 
de telle façon que l’arc positif AB soit égal 

a 

à —H ”7 ■ 

2 

On adjoint à ces axes un troisième axe 
7/Z, appelé axe des tangentes, porté par la 
tangente en A au cercle et dirigé dans le 
même sens que Taxe des sinus. 

Les quatre points À, B, A.% B\ partagent 


Fm. 4. le cercle trigonométrique en quatre qua¬ 

drants, qui sont numérotés dans F ordre où 
on les rencontre en marchant dans le sens positif à partir de A ; 


1, % 3 et 4, 

Les abscisses curvilignes positives et inférieures à 2- des extré- 

- ir 

mités des quatre quadrants sont : rf< ~sr et l ~- 


8. Définition des fonctions circulaires d'un arc x. 

Soit M un point du cercle trigonométrique que nous plaçons, sur 
la figure, dans le premier quadrant. Soit P et P' les projections 
orthogonales du point M sur les deux axes A'A et B'B et T le point 
de rencontre du rayon OM et de l’axe des tangentes. 


-fl. 
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On appelle cosinus et sinus de l’un des arcs x d’origine A et 
d’extrémité M l’abscisse et l’ordonnée du point M dans le système 
d’axes rectangulaires A'A, B'B, et l’on écrit : 

cos x = OP = P'M ; 

sin x = ÔF = PM. 

On appelle tangente de l’arc x l’ordonnée du point T dans le même 
système d’axes, et l’on écrit : 

tg x — AT; 

cos x, sin x et tg x, sont les trois fondions circulaires principales 
ou lignes trigonométriques principales de l’arc x. On leur adjoint une 
quatrième, appelée cotangente et qui est l’inverse de la tangente : 


Les quatre lignes trigonométriques sont des fonctions de la 
variable x, dont nous allons étudier les variations. 


VARIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES 

9. La définition des fonctions circulaires d’un arc terminé en un 
point M du cercle trigonométrique dépend seulement de la position 
de ce point, et, par suite, tous les arcs terminés en M ont mêmes 
fonctions circulaires. Si x est l’un de ces arcs, tous les autres ont 
des valeurs de la forme x + 2 Ut, où h est un nombre entier positif, 
négatif ou nul, et l’on a : 

sin (x -+- 2 for) = sin x; cos (x -f- 2 kir) = cos x; 

tg (x H- 2 kir) = tg x; cotg (x -+- 2 kir) = cotg x. 

On dit que les fonctions circulaires sont des fonctions périodiques 
de période 2 -, 

Il résulte de là que les fonctions circulaires reprennent les mêmes 
valeurs chaque fois que l’arc x augmente d’un multiple, positif ou 
négatif, de 2 -, et pour étudier leurs variations, il suffira de les 
étudier quand l’arc x varie dans l’intervalle ( 0 , 2 ir) d’une période, 
c’est-à-dire quand le point M décrit une fois le cercle trigonométrique 
dans le sens positif. Elles varieront de la même façon dans tout 
autre intervalle égal à 2 -. Et si l’on a construit l’arc de courbe 
représentant dans un système d’axes rectangulaires la variation de 
l’une d’entre elles, on en déduira la courbe représentant ces varia¬ 
tions, quand x croît de — ne à 4 - x>, en faisant subir à cet. arc des 


16 


TRIGONOMÉTRIE 


translations successives parallèlement à 1 axe des x et égales aux 
multiples positifs ou négatifs de 2 jt* 

10. Variations du sinus et du cosinus. 

Les variations des deux fonctions y — sin x et y = cos x s obtien¬ 
nent de suite en suivant les déplacements du point J y sur 1 axe des 
sinus et du point P sur l’axe des cosinus quand le point M décrit 
une fois le cercle trigonométrique dans le sens positif. On obtient 
le tableau suivant de ces variations : 


oc 

0 

71 

2 


% 


HP 

Z T, ' 

11 

Co 

H 

\ 

O 

i 

max. 

N 

0 


min. 

0 

l/=COS X 

1 N. 

0 

N 

-i 

y 

0 v 

1 

ma * 



rn in. 



ma* 


Les courbes représentatives se nomment des sinusoïdes; nous 
avons représenté en pointillé celle qui correspond au cosinus, accentué 
tin peu le trait des arcs relatifs à la période étudiée et indiqué la 
forme générale des courbes quand Tare prend toutes les valeurs. 



Nous verrons, dans la suite, que les deux courbes sont égales et 
peuvent être amenées en coïncidence par une translation parallèle” 

TT 

ment à l’axe des x égale a : — - 

11. Remarques importantes. — Il résulte de cette étude que le 
sinus et le cosinus sont toujours compris entre — 1 et + 1 . 

Le sinus est positif quand le point M est dans les deux premiers 
quadrants; négatif quand il est dans les deux autres. 

Le cosinus est positif quand le point M est dans le premier ou le 
quatrième quadrant; négatif quand il est dans les deux autres. 

Cela résultait, d’ailleurs, immédiatement de la définition du sinus 
et du cosinus comme coordonnées du point M dans le système des 
axes A'A et B'B du cercle trigonométrique. 
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12. Variation de la tangente et de la cotangente. 

Si nous revenons à la définition de la tangente et si M' est, sur 
le cercle trigonométrique, le point diamé¬ 
tralement opposé au point M, les arcs ter- 

minés en M et M' ont même tangente : AT. n>LT 

Si x est la mesure d’un arc terminé en M, / \ 

x —J— 7 t mesure un arc terminé en M', et / \ / \ 

l’on a : Xi- 7 *--A 

\ A\ ) 

tg (X -+- ff) = tg x. \/ \ J 

La tangente a seulement pour période a, ■— 

et il suffit d’étudier sa variation dans un B \ 

intervalle égal à z; prenons l’intervalle \ 

( — * )■ Quand l’arc x varie dans cet i , 

\ 2 2 / Fig. fi. |Z 

intervalle, le point T décrif l’axe Z'Z et sa 

tangente prend toutes les valeurs de — X> à -f- x>, en passant par 0 
quand le point M est en A. 

1 

Cote x = ——- varie en sens inverse detg x, et nous pouvons 

tg x 

faire le tableau suivant : 


0 


y= ig_ je 

y-^cofg oc 


-oc y o y +<*> 

0 \-oo+oo\, 0 


[.es courbes représentatives ont les formes indiquées par la figure; 
la courbe relative à la cotangente est dessinée en pointillé. Nous 
avons marqué d’un trait plus fort la partie correspondant à l’inter- 

! j I i J valle + d’une 

* / 1 / 1 J \ A A J 

\ f \ I \ / période, 

y / \ f i /■ 1 

y y Y On voit que tg x et cotg x 

f\ P\ f\ peuvent prendre toutes les 

^ A y231 valeurs de — x? à + xl 

V V y Elles sont positives pour 

Â À A les arcs terminés dans le pre- 

I \ \ j \ mier et le troisième qua- 

f \ 1 / drants; négatives pour les 

! I iy II arcs terminés dans le second 

Fig, 7, et le quatrième. 


JE 

2 v 


iy II 
Fig, 7, 
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y — tg x présente des discontinuités pour : x - 

y = cotg x, pour : x = + kn, 
k étant un nombre entier quelconque. 


+ ? +■ Im; 


RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS CIRCULAIRES 

D’UN MEME ARC 


13. On reconnaît facilement soit avec le cercle trigonométrique, 
soit en se servant des courbes représentatives qu'un arc est déterminé 
si l'on se donne une des fonctions circulaires de cet arc. Nous revien¬ 
drons d’ailleurs plus loin sur cette question. Ses lignes trigonomé- 
triques sont donc déterminées et, par conséquent, il doit exister 
entre elles trois relations distinctes permettant de calculer trois 
d'entre elles quand la quatrième est donnée. Nous connaissons déjà 
une de ces relations qui est la définition de la cotangente. Les deux 
autres sont des interprétations de deux théorèmes importants de 
géométrie : le théorème de Pythagore et celui de Thalès. 

Le théorème de Pythagore appliqué au 
R T triangle rectangle OPM donne : 

/(\ PM + OP = OM; 

f / \ c'est-à-dire : 

/ _J a (sin x ) 2 4 - (cos x ) 2 = 1 . 

V A p I' *■ 

\ u h Pour éviter les parenthèses, on convient 


d'écrire : 


sin a x -f- cos s x 


F 5 ce qui se lit : sinus carré x -h cosinus 

carré x = 1 (il ne faut pas dire sinus deux x, 
ni sinus x deux, pour ne pas confondre avec sin 2 x ou sin x 3 )* 

Le théorème de Thalès, appliqué aux droites parallèles AT et PM 
coupées par les sécantes OA et OT donne, dans tous les cas ; 


cosinus 


PM 


OA 
"OP 1 


AT = - 


OA X PM 
OP 


c'est-à-dire i 


tg x 


sin x 
cos *x 


Les relations (1) et (2) sont les relations cherchées, 


DÉFINITION DES FONCTIONS CIRCULA IB E B 




20 


TRIGONOMÉTRIE 


RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS CIRCULAIRES 

DE CERTAINS ARCS 

15. Arcs opposés. — Si x est la mesure d’un arc, l’arc opposé 
a pout mesure — x. Deux arcs opposés ont évidemment leurs extré¬ 
mités M et M' symétriques par rapport à l’axe des cosinus, car A est 

le milieu de l’arc MM'. Ils ont donc même cosinus OP et des sinus 

opposés PM et PM'. Donc : 

sin (—x) = — sin x; 
cos (— x) = cos x; 

et, par suite : tg (— x) = — tg x; 

cotg (— x) — — cotg x. 

Ce sont deux arcs dont les extrémités 
M et Mj sont diamétralement opposées sur 
le cercle trigonométrique. Si l’un des arcs 
est x, l’autre est n + x. Les coordonnées 
des deux points M et Mj, symétriques par 
rapport à l’origine 0 dans le système d’axes 
A'A, B'B sont opposées. 

Donc : 

sin (j7 H- x) — —- sin x; 
cos (" x) = —- eos x; 

et : tg (tt + x) == tg x; 

cotg (jt H- x) = cotg x. 

On voit que tg x et cotg x ont bien pour période ir, comme nous 
V avons déjà établi. 

16. Nous établirons, pour continuer, la proposition suivante : les 
extrémités de deux ares quelconques sont symétriques par rapport 
an diamètre du cercle trigonométrique qui 
passe par Fextrémitê de Vaæe égal à leur 
demi-somme , 

Soit x et y les mesures des deux arcs 
considérés; posons : 

X + V _ 



Arcs diamétraux. — 



Fig. 9. 


Fig. 10. 
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défixitiox des fonctions circulaires 

Kn ajoutant puis en retranchant, membres à membres, on obtient : 

x = a -+- /9; y = a — 

Donc, pour construire les extrémités P et Q des deux arcs, on pourra 
d’abord construire l are AI égal à la demi-somme <t, puis, à partir 
de I on portera de part et d'autre un arc égal h /?. 

Le point I étant le milieu de Tare PQ, P et Q sont symétriques par 
rapport au diamètre OL 


17. Arcs supplémentaires. — On dit que deux arcs sont supplé¬ 
mentaires si leur somme est égale à ?r; si x est l'un des arcs, l'autre 
est TT — _ x. 


La demi-somme des deux arcs étant égale 
à ~ leurs extrémités M et M' sont symétri¬ 
ques par rapport à Taxe des sinus : elles ont 
même ordonnée et des abscisses opposées : 

sin (ir — x) = sin x; 
cos (tt — x} = — eos x; 

t 

et : tg (~ — x) = — tg x\ 



cotg (tr — x) — — cotg x. 


Fig. H. 


18. Arcs complémentaires. — On dit que deux arcs sont com- 

— 

plémentaires si leur somme est égale à —-Si Y un des arcs est x, 



1 J autre est — — x, Leur demi-somme 

w 2 * 

étant leurs extrémités sont symétriques 
par rapport h ïa bissectrice de T angle ÀOB, 

TT" 

qui passe par l'extrémité I de Tare — . 

i 

Poît M et M' ces extrémités. 

Nous savons que si deux points sont 


B F symétriques par rapport à la première bis- 

„ sectrice de l'angle des axes, leurs coordon- 

F |G 1 ^ f 

nées s’échangent. On le voit d’aiîleurs de 
suite sur la figure, en menant MP perpendiculaire sur A'A et M'P' 
perpendiculaire sur B'B* les deux contours OPM et OP'M' étant symé¬ 
triques par rapport à 01 , on a : 


OP' = OP; 


P'M' = PM, 


TKIUONONÊTHIE 


c est-à dire 


* / ” 
sm ( j 


cos x; 


et : 


cos ( Ÿ — x ) = 


SU) x; 


te (4 


/ — 

cote (7 


cotg x; 


= r S x - 


19. Arcs dont la différence est 


Si l'un des arcs est x , 


l’autre est : * 


Or, on a ; 


— 4- X = JT — 
2 


— — x 
9 


donc, d’après les formules établies précédemment : 


sm 


cos 


( g ■+•*)— s|u [^—i 2 — x i\— s, . n (. 2 x ) - 

l 4 + x ) = cos | * - ( 7 - *)] = - CfïS ( i ~ x ) 


~ cos x; 


= — sm x\ 


ainsi : 


sin ( -^ -f- x | = cos x; 


cos ^ — + x 


— sin x; 


te ( J + * ) = — cotg x: 
cotg ( 4 + x ) = — te a:- 


20. Remarques. — I. La relation : sin ( ——h » J — cos x 

montre que les courbes qui représentent les variations du sinus et 
du cosinus sont égales; elles se déduisent l’une de l’autre par une 

translation, parallèlement à l'axe des x, et égale à : — ou — - ■ 

Il est très facile de retenir les relations que l'on vient d établir 
de la façon suivante : si on considère les trois fonctions circulaires 
principales, sin x, cos x, tg x, quand on change x en — x, seul le 
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cosinus ne change pas de signe; c'est le sinus quand on change x en 
- — x et la tangente quand on change x en jt + x. 

Pour les arcs complémentaires, il suffit de se rappeler que le 
préfixe co signifia complément; le cosinus d'un arc est le sinus du 
complément; la cotangente est la tangente du complément. 


CALCUL DES FONCTIONS CIRCULAIRES DE QUELQUES ARCS 

21* On rencontre, dans les applications, quelques arcs dont il est 
nécessaire de bien connaître les onctions circulaires, par exemple 

les arcs -7 , — , - ou leurs suppléments. Leur calcul repose sur la 
remarque suivante : 

Si a m et r, m sont l'apothème et le côté du B 

polygone régulier convexe de m côtés inscrit T~^xM 

dans le cercle trigonométrique, on a : / \\ 


rr 

cos — 
ai 


sin — = - 
m 2 


U suffit pour le voir de placer un des côtés 
du polygone de façon que son apothème OP 
soit portée par le rayon OA du cercle trigono¬ 
métrique. Le côté MTM est alors perpendi¬ 
culaire en son milieu P sur OA, l'arc MTd est 



M' 


Fig. 13. 


é£al à 


* ïT 

et l'arc AM égal h - . Les deux relations annoncées sont 


alors immédiates. 


Faisons successivement 

m = 0 


m = 4 


Pour m = 6 , le polygone régulier est l'hexagone, et comme R 
on a : 

_ v "T 

G) * 1 * 


Donc : 


cos r 
u 




2 1 5,n b ~ 2 ; 


puis : 


- 1 

Tif —, -- --■ 

L ©. i* ' -TT J 

6 v«i 


cotg - = v'a. 


Pour m = 4, on a le carré : . a 4 = —- -, c 4 — V /2 1 


cos — = 
4 


•n 


-Ji 


— , sin — = — 
2 4 2 


puis 


ÎT JT 

1 2 —* (' O J rT — 

* 4 4 
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Pour m = 3, le polygone est le triangle équilatéral : 


Donc 


cos — = 

3 


Sin 3 


v ; 3 . 

4 ’ 


l" — 
* 3 


cotg - 
1 ^ 


v'3 


Si l’on veut les fonctions circulaires des arcs supplémentaires, on 
applique les formules établies plus haut, ainsi : 



Il est bon de bien connaître les résultats inscrits dans le tableau 
suivant : 
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EXERCICES 


î. Démontrer l'identité : 


1 4- cotg 1 x = 


Ït — — 


s in 1 x 


2. Démontrer l'identité : 

S (i H- sïn x) fl + cos x) = (i 4- sin x + cos xŸ* 


3- Démontrer l’identité : 


i 4- sin x 
cos x 


COS X 

! — sin x 


4. IVmontrer ndentilé : 

sin x + tg x 
tg x 


= 1 4- sin x cotg x. 


5, Démontrer l'identité : 

tg x 4- cotg 1 x 
tg x — cotg* x 

6. Démontrer ['identité : 

fl + tg x) cog* x — 


tg s x 4- 1 

tg 3 x — f 

* 

cos* x — sin 1 x 
1 — ta x 


7. Démontrer que l'expression : 

2 (sin 6 x 4- cos* x) — S (sin 4 x -h cos 4 il 

est indépendante de x. 

8. Démontrer que l'expression : 

2 (sin 4 x + cos 4 x + sin* x cos* r) 1 — (sin 4 x cos* x ) 

i 

est indépendante de x. 

9. Démontrer que l'expression: 

sin È x -f cos 4 x -4 3 sin* x oos 1 x 

est indépendante de x. 


10, Vérifier l'identité : 


tg x + tg y _ 
cotg x 4- cotg y 


= tg x tg y • 


11. Vérifier l'identité : 

cos 1 x — sin 1 y 
sin 1 x sin 2 y 


— cotg ! x cotg 1 y 


12. Calculer les fonctions circulaires des arcs : 

2 ÎT 4 3T 5 TT 3,7 3 JT J JT Sir 


i if 
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CHAPITRE II! 

INVERSION DES FONCTIONS CIRCULAIRES 


22. Le problème de l'inversion des fonctions circulaires se pose 
de la façon suivante : trouver tous les arcs ayant une fonction cir¬ 
culaire donnée. Nous le traiterons dans le cas du sinus, du cosinus 
et de la tangente; si l’on donne la cotangente, on est ramené de 
suite au dernier cas. 

INVERSION DU SINUS 


23. Problème. — Trouver tous les arcs ayant pour sinus un 
nombre donné p, c’est-à-dire vérifiant l’équation : 

sin x = p. (1) 

•a 

Un sinus étant compris entre — 1 et 1, pour que le problème soit 
possible, iî faut d'abord que p vérifie T inégalité : 

— i < p < i. 

Supposons cette condition remplie et, sur 
Taxe des sinus du cercle trigonométriqué, por¬ 
tons un vecteur OP ayant pour mesure : 

OP = p . 

Tous les arcs ayant p pour sinus sont ter¬ 
minés en ITin des deux points M et M' où la 
parallèle à l’axe des cosinus menée par P ren¬ 
contre le cercle. 

Soit, o un des arcs terminés en M, tous les arcs terminés en M ont 
des valeurs de la forme : 

x — a -p 2 feîr; 

où k est un nombre entier quelconque. 



Parmi les arcs terminés en M J nous savons que se trouve 1 arc 
r — a; tous les arcs terminés en M' ont donc des valeurs de la forme 

æ = sr — a + 2 Utt. 

Ainsi : l'équation sin x = p a une double inûnité de solutions 
données par les formules ; 

^ x = ü H- 2 h~ ; 

/ Z — ît — a -f- 2k~; 

dans lesquelles a est un des arcs ayant p pour sinus et où. k est un 
nombre entier quelconque, positii f négatif ou nuL 

Les formules (2) se nomment les formules d’inversion pour le sinus. 

On peut les interpréter de la façon suivante, puisque sin a = p t 
l’équation peut s'écrire : sin x = sin a, et Ton voit que : 

Si deux arcs x et a ont même sinus , Tun d'entre eux est donné 
en tonetion de Vautre par Vune des deux relations : 

( x = a -+- 2 feît; 
i x = ït — a + 2 JfTT, 

t 

Celte remarque permet de ramener à des équations algébriques un 
grand nombre d éqwilions trigonométriques, c'est-à-dire d équations 
dans lesquelles l’inconnue x entre par des fonctions circulaires, soit 
de x soit môme d’une fonction de x. 

Ainsi, soit /(x) et g(x) deux fonctions algébriques de la variable x, 
l’équation : 

sin /(x) = sin g(x)-, 

peut être remplacée par une des deux équations algébriques : 

/(x) = g( L x) -f- 2 hw; 

f(x ) = « — g(x) -4- 2 kir, 

où k est un nombre entier quelconque. On propose sonvent des 
exemples où f(x) et g(x) sont du premier degré en x. 

24. Application. — .Résoudre T équation ; 

5 X + I ) = Sin 1 2 X + 3 ) ' 

Les deux arcs S x -f- ? et 2 x + ~ ayant même sinus vérifient 

4 3 

une des équations : 

5i + I=2i^- -+- 2 for; 



2S 


TlUfiOrSOMÉTIUE 


ou : 


o as -j- ~r — rr — zx —- 


- + 2 kx, 
3 


dans lesquelles k est un nombre entier quelconque, 
La première s'écrit : 


3x = 3 


- -f- 2 fin 
4 


= - H- â An 


et donne 


- 9 J— 

/A 4M ft 'I 

* = 3Î3 “ ~~3~ 


la seconde s écrit 


et donne 


■ ? 

2 “ H- 2 for; 


2 for 


25, On demande souvent combien les arcs x 7 solutions do réqua¬ 
tion, ont d'extrémités différentes sur le corde trigonométrique, 

Nous allons montrer, d une façon générale, que les arcs x t donnés 
par T égalité ; 

2 kir 

X = a -h j 

n 

ont n extrémités différentes, qui sont les sommets d'un polygone 
régulier de n côtés, inscrit dans le cercle trigonométrique. 

Donnons d’abord à k les valeurs positives entières, à partir de 0; 
les arcs successifs obtenus ; 


2 - 


« , « 


•j ce H— 3 




sont les termes d'une progression arithmétique de raison 


2 JT 


obtiendra donc leurs extrémités en portant, à partir de celle de l’arc a 

2 7T 

des arcs consécutifs égaux à-—-, qui sont précisément les arcs sous- 


tendus par les côtés du polygone régulier de n côtés, dont le premier 
sommet coïncide avec l’extrémité de Tare a. Après n opérations, l'arc 

obtenu a pour valeur ; a + —- = a + 2^ et le polygone se 

n 

ferme; on retrouve ensuite ses différents sommets. On les retrouve 
aussi en tournant à partir du premier dans le sens négatif, c'est-à-dire 
pour les valeurs négatives de k . 


inversion ues fonctions circulaires 

Dans notre exemple, les arcs (!) ont trois extrémités aux sommets 
d'un triangle équilatéral, les arcs (2), en ont sept aux sommets d'un 
polygone régulier de 1 côtés. 

26. Equations trinômes en sin x * -- On ramène à la résolution 
d'une équation du second degré et h l'inversion d’un sinus, la résolu¬ 
tion d’une équation trinôme en sin x t de la forme : 

a sin 2 x -h b sin x -j- à = 0* 

En posant sin x — y, on obtient, pour déterminer y, l’équation : 

#ÏP ri' hy + g = 0; 

si y f est une de ses racines, les arcs x, solutions de l’équation primi¬ 
tives, sont donnés par : 

sin x = y\ 

Pour qu’ils existent, il faut que I on ait : 

— 1 < ÿ' < i . 

La discussion d’une équation trinôme en sin x revient donc à un 
problème du second degré, et, dans le cas le plus général, à toute 
racine de réquation en y vérifiant les inégalités précédentes, corres¬ 
pondent deux séries d’arcs x donnés par les formules d 1 inversion. 


INVERSION Dü COSINUS 

« 

27. Problème, — Trouver tous les ares ayant pour cosinus un 
nombre donné p, e’est-k-dire vérifiant Véquation : 

cos x — p, 

11 faut que l’on ait — 1 < p < 1. Supposons cette condition 
remplie, et sur l'axe des cosinus du cercle trigonométrique, portons 

un vecteur OP ayant pour mesure OP = p. 

Nous avons ici supposé p < 0* Tous les 
arcs ayant p pour cosinus sont terminés en 
l’un des deux points M et M' où la parallèle 
à l’axe des sinus menée par P rencontre le 
cercle trigonométrique; si a est un des arcs 
terminés en M, tous les arcs terminés en M 
ont pour valeurs : 

x = a -P 2 k» ; 



Fjg. 15. 
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parmi les ares terminés en. M' se trouve i’arc — a, et tous les arcs 

terminés en M' ont pour valeurs : 

| 

x — — ot —j— 2, Iîtï, 

On peut réunir les deux formules en une seule, et l'on voit que 
/ équation cos x = p, où ~ i < p < 1, a une double infinité de 
solutions données par la formule : 

X = ± a -+- 2 for, 

où a est Vun d'entre eux et k un nombre entier quelconque. 

On peut dire aussi que : si deux arcs x et a ont même cosinus, ils 
sont liés par la relation : 

x — ±u H- 2kjr. 

Les applications sont du même genre que dans le cas de'l'inversion 
du sinus. 


28, Exemple, — Résoudre F équation : 

v 

— — 2 x ) = sin 3 x , 

L’équation peut s’écrire : 

cos {— ~ 2 x \ 

\ 4 / 

et donne ; 

m 

~ — 2 x = ± ( ,v - 3*)+2 kx 
4 \2 / 

En prenant le signe +, on a : 

TT — 

— — tx = ~ — 3 a: + 2k~; d + où : x = — + 2 hn, 
4 2 4 


En prenant le signe — : 

—p — 2 x — “ —|— 3 x 4- 2 kîti 
4 2 




ce qui donne : 






Ces derniers ont cinq extrémités aux sommets d’un pentagone 
régulier. 
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INVERSION DE LA TANGENTE 


20. Problème. — Trouver tous les arcs x vérifiant Inéquation ; 

tgx —p, (1) 

où p est un nombre algébrique donné. 

Une tangente pouvant prendre une valeur quelconque entre — x 
et + x:, p rUesl assujetti à aucune condition. Supposons p > 0, et 

sur l'axe des tangentes portons, à partir de À, le vecteur AT, 
mesuré par : 

AT = p. 

Tous les arcs ayant p pour tangente sont g /J 

terminés en une des extrémités du diamè- 1[ 

tre UT; réquation (4) a donc une double f / \ 

infinité do solutions. f / \ 

Si aest un des arcs terminés en M, ?r + « A'-—- \ 

est un des arcs terminés en M', et les solu- \ / J 

lions sont données par les deux formules : V/ J 

x = a -+- 2 fcn-; 

x — a + - -h 2 le7T = a -+- (2k + 1)jt, , 

que I on peut réunir en une seule : 

x = a + for* (2) 

Ainsi : Féquafion tg x = p admet une infinité de solutions données 
par la formule ; 

X — a -h kir * 

dans laquelle a est un des arcs ayant p pour tangente et k un nombre 
entier positif, négatif ou nuh 

On peut dire aussi que si deux arcs x et a oui même tangente, 
c'est-à-dire si : 

tg x ~ tg a, 

ce s arcs sont liés par la relation (2), 


30. Applications. — Les applications sont du même genre que 
celles données dans les problèmes précédents. 
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Exemple : fiésoadre F équation : tff 5 x . tg 3 x 
- . . 1 


= 1. 


On écrit : 
et l'on a : 


ts 3 x — 


tg 3 £ 


cotg 3 x = 


tg ( j - 3 * ) 



Il y a IC extrémités pour les solutions, aux sommets d’un polygone 
régulier de 16 côtés inscrit dans le cercle trigonoméfrique. 

Une équation trinôme en tg x se ramène à la résolution d'une 
équation du second degré et à l’inversion d une tangente. 


Exemple : 

flësoudr-p l'équation ; tg 2 x — (1 H- ^3) tg x -h v"3 = 0. 

a 

Posons tg x = t; l’équation : 

t* — (i + </%t + =0; 

a deux racines : t' — 1, t" = ^3^ et les arcs x sont donnés par tes 
deux équations : 

tg x — \ ; tg x = v 7 ^; 

d’où l’on déduit : 

x =— —|— /i”' x ~ —I - JiTt f 

4 o 

puisque : i — tg y et = tg 

■T O 


31. Remarque relative à tout ce qui précède* 

Dans tout ce qui précède, il a été question d’arcs; mais tous les 
résultats obtenus s'appliquent aussi bien aux angles* qui ont mêmes 
mesures que les arcs qu’ils interceptent sur le cercle trigonométrique 
ayant pour centre leur sommet. Dans les applications, ce sont surtout 
des angles qui interviennent, en particulier en géométrie et en 
mécanique. 

A ce propos* il n’est pas inutile d’observer que les angles qui 
interviennent en géométrie sont, en général, inférieurs à k. Il faut 
alors, si on applique les formules d’inversion, ne conserver que les 
solutions comprises entre 0 et ?r. 

Si un angle compris entre 0 et -t est déterminé par une équation 
qui donne son sinus, il faut que l’équation ait au moins une racine 
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comprise entre 0 et 1* et à cette racine correspondent deux angles 
supplémentaires. S’il est déterminé par une équation en cos x, îl faut 
qu'elle ait au moins une racine comprise entre — i et H- 1 T et s’il 
est déterminé par sa tangente, que ] équation ait des racines. Dan-s 
ces deux derniers cas, à une racine convenable, correspond un seul 
angle entre 0 et ir. Si l’angle est aigu* le cosinus doit être compris 
entre 0 et 1 et la tangente doit être positive. 


EXERCICES 


13. Résoudre l'équation : 


* / ST \ i 

sin ( - x + — \ 


14, Résoudre l'équation : 


15. Résoudre l'équation : 


3 x — cos 5 j\ 


tg ( ? # H- —■). cotg (5 x — -) = J 


16. Résoudre P équation : 

tg ît (2 x -f- t) — tg (x -f 1) “ 0. 

17. Résoudre l'équation : 

é cos 2 x —■ 2 (1 + v'3) cos x -1- v 3 = 0. 

18. Résoudre l'équation : 

tg 2 x — 4 tg x + v 3 = 0. 


19. Résoudre l'équation ; 


2 sin 2 x — 5 Fin #-)-£ = 0, 


20. Résoudre l'équation 


cos- x — o cos x + 6 = 0* 

21. Résoudre F équation : 

tg* x — I tg 2 x -J- 3 = 0* 

22, Discuter, suivant les valeurs du paramètre m, le nombre des solutions 
de l'équation : 

4 sîn 2 x + (1 — m) sin x + 1 = 0, 
oïl x désigne ud arc compris entre — — et -f - . 
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32. Nous établirons maintenant quelques propositions relatives 
aux projections que nous utiliserons pour démontrer les formules 
fondamentales de la trigonométrie. 

Etant donné un axe X'X 
et un plan P non parallèle 
^-"7 Y Si cet axe, on appelle pro- 
X I X J X jection d’un point A sur 

I j /Z-XX^ l’axe X r X i parallèlement 

/ j 1 -A-X/V * / au plan P r Ja trace A' sur 

YXr I ï'aare XT du plan parallèle 

j j I / / au pian P passant par A 

_ j j j / / _ Si le plan P est perpen- 

X / jj A jj B' 7 \ diculaire à l'axe X*X, on 

j j I ^X dit que A' est la projec- 

/.X /x^ X"' Uon orthogonale de A sur 

Taxe X*X. Les plans parai* 
T ’ iG ’ 1j * lèles au plan P se nom¬ 

ment des plans projetants. 

Soit AB un vecteur porté par un axe YT; le vecteur A'B' déterminé 
par les projections des points A et R sur l'axe XOt se nomme la 

projection du vecteur AB sur cet axe. 

► ^ 

Soit AB, CD, deux vee- Ÿ 

teurs portés par un axe r ''r x 

YT, A^', ( rb\ leurs / / oi-M ' Z 

projections sur l’axe X'X; Y 1 /. Je ( 

le théorème de Thalès j 

appliqué aux quatre plans j j ! 

projetants et aux sécantes —/ * /■■■~—/—-—— 

X'X et YT, donne, dans x 7 A 7 B / C 7 D x 

touS les cas, entre les 

nombres algébriques qui Fig. 18. 
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mesurent les vecteurs sur les axes qui les portent, la relalinn 


.Vif 

G'IY 


AH 

"CD 


- r — 

En particulier, si les deux vecteurs A R et CD sont équipollenU, 
AB = CD, et la relation précédente donne : 

Al? = GV. 


Les projections de deux vecteurs équipollents portés par un môme 
axe ont des mesures algébriques égales. 


33. Soit maintenant deux vecteurs équipollents AB et 
portés par deux axes parallèles YT, Z'Z; les plans projetants (J et I)j 

rencontrent Taxe Y'Y en C et D, et les deux vecteurs C^D, et CD 

sont équipollents : ils ont même projection CT)'. Les mesures algébri¬ 
ques des projections de deux vecteurs équipollents sur un même axe 
sont égales. 

Il résulte de là que pour calculer 

le nombre algébrique qui mesure B^^ 

îa projection d'un vecteur sur un 

axe, on peut déplacer ce vecteur I 

d'une façon quelconque dans Xf / 

l'espace à condition qu'il reste ! j 

équipollent à lui-même. x* X/ / / 

Transportons l'axe Y'Y, qui porte ^Xo U" X B 7 ~X 

un vecteur AB parallèlement à lui- Y 1Ç) 

même, jusqu'à ce qu'il coup û Taxe 

de projection X'X en 0, et soit Ch le vecteur mesuré par H- 1, porté 
par Y'Y. Ce vecteur se nomme le segment directeur de l'axe Y'Y. 
Soit U', A', B', les projections des points U, A, B; la relation écrite 
au début donne : 


Ftg. 19. 


A'W _ 
ÔC 7 

d'où Ton déduit 


AIS 

ÜÏÏ 


= AB 


puisque OU = -+- 1 ; 


ATT = AB X OU'. 




36 


TRIGONOMÉTRIE 


Le nombre algébrique qui mesure la projection d’un vecteur sur 
an axe est égal au produit du nom ère algébrique qui mesure ee 
vecteur, sur F axe qui le porte, par le nombre algébrique qui mesure 
la projeetion du segment directeur de Taxe qui porte le vecteur. 



Dans le cas où l’on fait des 
projections orthogonales, les 
droites UU', AA', BB', sont 
perpendiculaires sur X'X, et 
si l’on considère le cercle 
trigonométrique de centre O 
ayant pour axe des cosinus 
l'axe X'X, on a, par défi¬ 
nition : 

OCF = cos (OY, OX); 


Fig. 20, 

font les .deux directions OX et OY, 


(OY, OX) désignant l’un 
quelconque des angles que 
et nous obtenons l’énoncé suivant : 


34. La mesure algébrique de la projection orthogonale d’un 
vecteur sur un axe est égale au produit de la mesure algébrique 
du vecteur par Je cosinus de l’angle des directions positives de F axe 
de projection et de Faxe qui porte le vecteur : 

Â'W = ÂB cos (OY, OX). 


35. Rappelons enfin le théorème des projections que nous avons 
énoncé en géométrie (cours de seconde, n™ 197, 198). 

Etant donnés plusieurs vecteurs consécutifs, AB, BG, CD, DE, 
placés de telle façon que, à partir du second, l’origine de chacun 
d’eux coïncide avec l’extrémité du précédent, on dit que ces vecteurs 
forment un contour polygonal et on appelle résultante du contour 

le vecteur AE, qui a pour origine l’origine du premier vecteur du 
contour et pour extrémité celle du dernier. Les différents vecteurs 
se nomment les vecteurs composants du contour. 


Théorème des projections. 

Le nombre algébrique qui mesure la projection sur un axe de ia 
résultante d'un contour polygonal est égal à la somme algébrique 
des nombres qui mesurent les projections des vecteurs composants. 

En elfet, si A', B', C', D', E', sont les projections des sommets 
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du contour sur un axe quelcon¬ 
que X'X, le théorème de Chasles 

donne : 

AT = AÏ V + BT 

IpCT + DT. 

Comme première application 
-de ce qui précède, nous établi¬ 
rons les relations entre les côtés 
et les angles d’un triangle rec¬ 
tangle que l’on utilise constam¬ 
ment. 

RELATIONS ENTRE LES COTES ET LES ANGLES 
D’UN TRIANGLE RECTANGLE 

36. Dans un triangle rectangle : 

l* Chaque côté de l'angle droit est égal au produit de l’hypoténuse 
par le cosinus de l'angle aigu adjacent au côté ou par e sinus e 

F angle aigu opposé. 

2" Chaquo côté de l'angle droit est égal au produit de l’autre 
côté de l'angle droit par la tangente de l'angle aigu oppose au 
premier ou par la cotangente de J’angle aigu adjacent. 

Autrement dit, si a, b, c, sont les longueurs de l’hypoténuse RC 
et des côtés de l’angle droit AC et AB du triangle ABC, rectangle 
eD A, si l’on désigne par B et. C les mesures des angles opposés aux 

côtés b et c t on a : 

(b = a cos G = a sin B ; f b = c tg B = c cotg G; 

(1) WacosB^asinC; “Te = b tg G = b cotg B. 

Nous établirons la relation b =s a cos G; 
toutes les autres s'en déduiront facilement. 

Considérons les deux axes CX et CY. diri¬ 
gés positivement de C vers A et de C 

vers B; les deux vecteurs CA et 1 B sont de 
sens positifs, et : 

CA = b; CB — a; 

le vecteur CA étant la projection orthogo- 
nale du vecteur CB sur Taxe CX, on a * 
CÂ = CB cos (CY, CX), 



C 
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c'est-à-dire : 


b = a cos C. 


Les angles B et C sont complémentaires : 

cos C = sin B; et : b = a sin B. 

Les deux autres relations (t) se déduisent des précédentes en per 
mutant les sommets B et C, 

De ces relations, on déduit par division : 

b _ a sin B _ a cos C 

c a cos B a sin C 


c'est-à-dire : 


b = c tg B = c cotg C; 


on démontre de même les autres relations ( 2 ), 

37. Application, — On donne un demi-cercle de diamètre 
ÀB = 2 R; soit M un point du demi-cercle, P sa projection sur le 

diamètre ÀB; on pose : RAM = x; calculer en fonction de R et de x 
les longueurs : AM, MB, MP, AP, PB. 

vf . Le triangle ÀMB, rectangle en M, donne : 

/V N. AM = AB cos x = 2 R cos x; 

(/ MB — AB sin x — 2 R sin x, 

A P 0 U Le triangle A PM, rectangle en P t donne 


\ p 0 h Le triangle APM, rectangle en P t donne 
Fjr gg ensuite : 

AP = AM cos x = 2 R cos 2 x; 

PM = AM sin x = 2 R sin x cos x. 

Enfin, te triangle PMB, où l’angle en M est égal à x, donne : 

PB = MR sin x ~ 2 R sin 2 x. 

On pouvait aussi écrire : 

PB = AB — AP — 2 R — 2 R cos 2 x = 2 R (1 — cos 2 x) 

— 2 R sin 2 x 
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FORMULES FONDAMENTALES 


Nous allons, dans ce qui suit, établir des formules très importantes 
que l’on utilise constamment. 


1 FORMULES D’ADDITION 


38. Ou appelle formules d’addition des lonnuies qui donnent 
les fonctions circulaires de la somme ou de la différence de deux arcs 
en fonctions de celles de ces deux arcs. 

Nous commencerons par établir la formule qui donne cos (a + b). 

Soit A, l’extrémité de l’arc a d’origine A sur le cercle tngono- 
métrique; prenons le point A, pour nouvelle origine, le diamètre A t A t 
comme axe des cosinus, et conservons le môme sens positif sur le 
cercle, de sorte que le nouvel axe des sinus B/13], sera tel que 

l’arc AjBi, soit égal à -f- — ■ 

« i~> 

Soit M F extrémité de l'arc b d'origine A t ; 
d'après une formule établie au début, on a : M 

ÀM À A, —\— Â.M H- 2 /fîT \ m. 


AM = ÀÀ l + A t M + 
= a -f- b H- 2 Un 


et les fonctions circulaires de l’arc a -3- 6 sont \y 

celles des arcs terminés en M; en particulier v 

cos (a -f- h) = OP est la projection du vec- fig. § 4 p 

teur OM sur l’axe À'A. 

Menons MP 4 et MP/, perpendiculaires sur A/A x et sur B/B A , PaT 
définition : 

OPj = cos 6 ; OP/ = P t M = sin b. 
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Or, OM est la résultante du contour formé par OP! et P t M, et le 
théorème des projections donne, sur un axe quelconque : 

Projection OM = Projection OP L Projection OP/. (1) 

Projetons sur l’axe A'À. Nous avons : 

► j + _ 

Projection de OM — cos (o + 6); 

Projection de OP! = OP! cos (OA 1( OA) = cos b cos a ; 

Projection de OP/ = OP/ cos (OB 1( OA) = sin b cos (a-p — ) = 

— sin 6 sin a; 

et l’égalité (1) devient : 

cos (a -f- 6) = cos o cos b — sin a sin 6. ■ (2) 

C’est la formule d’additions pour le cosinus. 


39. Cette relation est une identité .* elle est vraie quels que soient 
les arcs a et 6, car nous n’avons fait aucune hypothèse relativement 
à ces arcs. 

Remplaçons dans la formule b par — 6; elle devient : 

€os (a — b) = cos a cos (— b) — sin a sin (— 6) 


c'est-à-dire : 


cos (a 


— cos a cos b + sin a sin 


Dans cette dernière, remplaçons a par — — a; elle donne : 


™ 3 [5 - 


cos ( — o J cos b -j- sin ( ^ — a j sin h 


ou : 


(a + fc) 


sin (a H— b) = sin a cos b -J- cos a sin 6. 


C'est la formule d'addition pour le sîaus, que Ion pourrait établir 
directement en projetant le contour OP t M sur Taxe RTL 


40. Enfin, si on y remplace b par — b t il vient : 

sin (a — b) = sin a cos b — sin b cos a 
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Les formules d'addition pour les tangentes se déduisent des pr& 
cédentes : 


tg (a. 4 * 6) — 


sin (a + b) 
cos (a H- b) 


sin a cos 6 —h sin h cos a 
cos a cos b — sin a sin b 


et, en divisant par cos a cos 6 les deux termes de la fraction : 


tg (a + b) = 


sin û ( sin b 
cos a 1 cos 6 


tg a 


tg b 


^^—‘ i 

sin a sm b 1 — tg a tg b 
cos a cos 6 


et en remplaçant b par — 6 : 

tg (a — b) = 


t rr fj 


tg 6 


tg a tg b 


Nous réunissons, dans le tableau qui suit, les six formules d’addi' 
tion qu'il est nécessaire de savoir très bien : 

sin (a + b) = sin a cos b -f- sin b cos a; 

sin {a — b) = sin a cos b — sin b cos a ; 

cos (a b) = cos a cos b — sin a sin b ; 

cos (a — b) = cos a cos b -4- sin a sin b ; 

. , . t.s tga+tgb 

ts (a + b) = 1 — tg a tg ~b ’ 

, . , t tg a — tg b . 

^ 1 + tg a tg b 


41. On pourrait, maintenant, de proche en proche, établir des 
formules pour des sommes algébriques de trois, puis de quatre arcs. 
Donnons un exemple : 


Problème. — Calculer sin (a 
Érigonométriques de a, h, c. 


c), en îonction des lignes 


Ou écrit : 


sin (a + b + c) = sin [(a + î>) + c] 
= sin (o H- b) cos c -f- sin c cos (n -f- b); 
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et, en remplaçant sin (a -f- b) et cos (a + b) par leurs valeurs : 

sin (a + b + c) = 

(sin a cos 6 -h «in b cos a) cos c -j- sin c (cos a cos b — sin a sin 6); 

c'est-à-dire : 

sin (a + M- c) = sin a cos b cos c + 
sia b cos a cos c -f- sin c cos a cos b — sin a sin b sin c m 

Tous les autres problèmes du même genre se traiteront de la même 
façon 

IL FORMULES DE MULTIPLICATION PAR 2 

42. Le problème de la multiplication des arcs se pose de la façon 
suivante ; m étant un nombre entier positif, calculer sin mx, cos mx, 
tg mx 7 en fonction des lignes trigonométriques de l’arc x, 

V 

Nous avons à traiter le problème seulement pour m ~ 2. 

43. Multiplication par 2. — On obtient, de suite, les formules 
de multiplication par 2, en faisant b — a dans les formules d’addi¬ 
tion, qui deviennent : 

sin 1 a - sin (a -f- a) = sin a cos a -f- sin a cos a = 2 sin a cos a; 
cos 2 a = cos (a -+- a) = cos 1 a — sin* a ■ 

tiî g a — *8 a + *8 ffl _ 2 tg a 

1 — tg* a 1 — tg* n ‘ 

La formule qui donne cos 2 a est susceptible d’être mise sous 
d'autres formes très utiles. Rem plaçons-y cos* a par 1 — sin* a, puis 
sin L> a par 1 — cos 2 a; elle devient : 

cos 2 a = i — 2 sin 2 a; 

cos 2 a = 2 cos 2 a — 1; 

ce qui peut encore s'écrire ; 

1 -— cos 2 a = 2 sin 2 a t 
f -h cos 2 a = 2 eos £ a. 
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Nous réunissons dans le tableau qui suit les formules de multipli¬ 
cation par 2, qu'il est nécessaire de très bien connaître : 


sin 2 a — 2 sin a cos a ; 
cos 2 a = cos 2 a — sin 2 a 


cos 2 a = 

« 

cos 2 a = 


1 — 2 sin 2 a ; 

2 cos 2 a — 1 ; 


— cos 2 a = 2 sin 2 a ; 
-S- cos 2 a = 2 cos 2 a ; 


tg 2 a = 


2 tg a 
1 — tg 2 a 


44. Il ne faut pas oublier que ces relations son! des idéalités, 
elles ont lieu quel que soit 1 arc n. Par exemple, on peut très bien 

écrire : 

4 u —(— b (Z b 

sin (a + b) = 2 sin——— cos —- ; 


cos x = 2 cos - —- — 1 ; 


2 tg 


;?ar 


tg 3 x = 


i — tg : 


3 x 


; etc. 


Nous verrons, dans la suite, des applications de ces sortes de 
transformations qu’il faut s'entraîner à faire sans difficulté. 

En combinant les formules d'addition et de multiplication par 2, 
on établit facilement celles de multiplication par 3. 

45. Calculons sin 3 x. 

Nous écrivons : 

sin 3 a: — sin (2 x + x) = sin 2 x cos x + sin x cos 2 x; 

remplaçons sin 2 x et cos 2 x par leurs valeurs; il vient : 

sin 3 x = 2 sin x cos* x -f- sin x (cos* x — sin* x); 
sin 3 x = 3 sin x cos 3 x — sin 3 x. 
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Si ii.His voulons calculer sin 3 x en fonction ' de sïn x seulement, 
remplaçons cos* x par 1 — sin* x; nous obtenons : 

sin 3 x = ft sin x (1 — sin* x) — sin 3 x = 3 sin x — 4 sin 3 x. 

Si nous voulons sin 3 a: en fonction de cos x seulement, nous écrivons : 

sin 3 -t = 3 sin x cos* * + sin .r (cos* x — !) *in x [i cos* x — 1] ; 

et : 

sin 3 x — ± </I — cos® x [4 cos 5 x — 4 ], 

Or voit que I on obtient une seule valeur pour sin 3 x, en fonction 
de sin x , et deux valeurs opposées en fonction de cos x . Il n'est pas 
difficile de démontrer qu'il doit bien en être ainsi. 

Supposons que 1 on donne ; sin x — sin a, tous les arcs x ont pour 

valeurs : 

x = a 4- 2 liTT OU x = ?r — a -f 2 kir; 

et les arcs 3 x : 


3 x = 3 TT 


3 x ““ 3 o —f— f> 

3 ^ + 6 frîT = AT — 3 a + 2 (3 4- 1) 77 ; 


et ont memes extrémités que les ares 3 a et " — 3 et et t par suite, un 
seul sinus : sin 3 cl 

bi, au contraire, on donne : cos x = cos a, les arcs x ont pour 
valeurs : 

% — “ ± a + 2ftrr; 

et les arcs 3 x : 

3 X ~ ± 3a + G kn r 

Ils ont mêmes fonctions circulaires que Tun des arcs ± 3 a et, par 
suite, deux sinus opposés, ± sin 3 ce. 


46. On opérerait d'une façon analogue pour calculer cos 3 x, tg 3 x 
puis, de proche en proche, on pourrait calculer les fonctions eircu 
laîres des arcs 4 x, 5 x t 6 x, etc. 

Il existe des formules générales que nous ne pouvons pas établi] 
ici et qui donnent sin mx t cos mx, tg mx. 


Pour cos 3 x et tg 3 x f oti trouvera : 


cos 3 x = 4 cos 3 x —3 cos x; 


tg 3 x 


3 tg x — tg 3 
i — 3 tg* x 
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47, Théorème, - Toutes les fonctions circulaires d*un arc x 

x 

s'expriment rationnellem^^i fonction de tg —. 

° 2 - 

P u est pas difficile de prévoir qu'iî doit bien en être ainsi, car si 
l'on donne : 


» 37 

tg 7 


*— 1 t g a, 


X X 

tous les arcs - ont pour valeurs : - = a -}- Jbr; 


et les arcs x : 


2 a -f- 2 kir. 


IU om, une seule extrémité sur le cercle trigonoinélrique, donc un 
seul sinus, un seul cosinus, une seule tangente, dont les valeurs 
ne peuvent pas contenir de radical et, par suite, pas de double signe. 

X 

Pour obtenir leurs expressions en fonction de tg -, nous partirons 

des formules de unitiplication par 2 pour le sinus et le cosinus : 
sin 2 a — & sin a cos a; cos 2 a = cos* a — sin* a- 


dans lesquelles nous ferons : a = —, et aux relations obtenues nous 
adjoindrons la relation ; sin* — -h cos* — = 1. Nous obtenons : 


sin a: = 2 sin — cos ■ ; 

2 2 


S X cos* — 


sm t; i 


1 = cos 2 - + sin* —* , ( 3 ) 

a jL 

Divisons membres à membres d'abord les égalités (1) et (3), puis 
les égalités (2) et (3); il vient : 


sin x 


^ , x x 
2 sin — cos — 

2 2 

eos 2 — + sm 2 -- 
2 - 2 


2 x . , x 
cos® — — sm £ — 


cos x — 


COS' 


* . , 2 x 

1 + S,n 2 


40 


TRIGONOMÉTRIE 


tJC 9 

Il suffit de diviser par cos 2 — les deux termes de chaque fraction 
et de remplacer : 


pour obtenir : 


sin x — 


SID 


cos — 

9 


t tg 


1 + t 


par 


x 

tfT - 


COS X - 


I - tg 2 


t H- ta 2 


et, par division : 


tg x 


x 

* a 


\ __ Itr 2 — 


m 

Cette dernière formule peut d'ailleurs être obtenue de suite en rein- 

■X 

plaçant a par — dans la valeur de tg 2 a. 

Ainsi, si l’on pose tg ~ = t, les fonctions circulaires de l’arc x 
sont données par les formules : 


2 t 


sm x ~ 


7 .cos x — 1 - 


l„t 2 . 2 t . 1 — t 2 

1 _i_ X “1 — t a,C ° tg X ~ 2 t 


qu’il faut très bien savoir, 


48. Ces formules sont très importantes; pour s'en rendre compte 
il suffit de remarquer qu’elles permettent de ramener à des problèmes 
algébriques l’étude de toute fonction ou de toute équation dépendant 
des fonctions circulaires d’un arc x : elles dépendant de la variable 
algébrique t seulement. 

Nous en verrons dans la suite une application. 
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EXERCICES 


23. Calculer les fonctions circulaires de la somme a + t> + c (te trois arcs. 
En déduire celles- de Tare 3 x. 

24, Démontrer que si À, B, C sont les angles d’un triangle, on a : 

tg A + tg B + tg C =■ tg A . tg B . tg C. 


25. Démontrer l'identité : 


** 7-ï 


I — sin X 

i + sin x 


26. Démontrer 1 identité ; 

sin 3 x sin 3 x cos 3 x cos 3 x — cos 3 2 x. 

27, Soit x et y deu^ arcs, tels que : 

x + y = a, 

Démontrer que : 

sin 3 a ~ cos 2 x + cos 5 y — 2 cos x cos y cos a. 


28, Démontrer que si - 


a 4* b 4* c — ît, 


on a : 


cos 3 a + eos 3 b 4 - cos 3 c 4 - 2 cos a cos 5 cos c — î, 


29. Démontrer que si : 


a - J- fr + cr=2;r; 


on a 


cos 2 a -f- cos 2 b + cos 3 c — 2 cos 1 a cos b cos c = i. 


30, a et b étant deux: arcs quelconques, démontrer l'identité : 

sin 2 fa — à) sin 2 5 -f 2 sin (a — b) sin b cos a = sin 2 a. 

31, Calcnler tg ~ e! tg — en partant des valeurs de tg — et tg — 

812 


î 
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CHAPITRE VI 

FORMULES DE TRANSFORMATION 


49. Daas les applications pratiques les fonctions circulaires sont 
connues par leurs logarithmes. Nous savons qu’une expression ne 
peut être calculée à l aide des logarithmes que si les seules opéra¬ 
tions qu’il faut effectuer sont des produits, des puissances, des 
quotients ou des racines. Rendre une expression calculable par loga¬ 
rithmes, c'est la transformer de façon qu elle ne contienne que les 
opérations précédentes. Les formules que nous allons établir per- 
mettent d'y parvenir dans un grand nombre de cas. 


FORMULES DE TRANSFORMATION DES SOMMES EN PRODUITS 

50. Problème. — Rendre calculables par logarithmes des expres¬ 
sions dé la forme ; 

4 

sin p ± sin g; cos p ± cos g; tg p ± tg g. 

-..s.hfîjï' ; •• 

Ecrivons les formules d'addition ; 

[sin (a + b) = sin a cos b + sin 6 cos a; 

* T sin (a — b) = sin a cos b — sin b cas a. 

* 

cos (a + b) = cos a cos b — sin b sin a; 

[ cos (a — b) = cos a cos b -f- sin 6 sin a fc 

Ajoutons puis retranchons membres à membres d'abord les deux 
égalités (1), puis les deux égalités (2); nous obtenons : 

. sin (a -+- b ) + sin (a — b) — 2 sin a cos 6; 

) sin (a -h b) — sin {a — b) = 2 sin 6 cos a ; 

^ yl j cas (a -h 6) H- eos (a — b) = 2 cos a cos 6; 

f cos (a H- b) — cos (a — b) = — 2 sin a sin b. 


Posons ; 


cl —J— b — p m f 


b = q; 


nous en déduisons : 


p + r 
2 ’ 


b = 


p q 


formules de transformation 


En remplaçant dans les relations (I), nous obtenons les formules 
de transformation pour des sommes ou des différences de sinus ou 

de cosinus : 


(II) 


sin p -J- sin q 


sin p — sin q — 


cos p -h cos q — 


p + g p — q 

2 sin 1 2 - cos —— 

2 sin cos qp 

2 cos - ^ ~ cos ~ 2 ~ 


cos p - cos q 


_ . p — g . p -H g 

— 2 sm -—r — sin —^— 


H est nécessaire de savoir très bien ces quatre formules 
utilise très souvent. 


que l'on 


51. Pour les tangentes, il suffit d'écrire : 

sin p sin g _ sin p cos g ± sin g cos p 

tg P ± tg g = ± — ~ — cos p cos g 


c’est-à-dire 


tg p ± tg q = 


sin (p ± g) 
cos p cos g 


On obtiendrait d’une façon analogue : 

cotg p ± cotg q = 


sin (g ± p) 
sin p sin q 


52. Problème inverse. - Bans certains cas, on est conduit à 
transformer des produits de sinus ou de cosinus en sommes. Le pro¬ 
blème est résolu par les formules (I) mises sous la forme : 


sin a cos b 


— [sin (a 


b) 4- sin (a — b)] 


(fil) 


sin b cos a = —• [sin (a 4- b) — sin (a — b)] 

r ? 

cos a cos b = t- [cos (a -f- b) 4- cos (a b) ] 


sin a sin b = 


*2 t cos ( s 


— b) — cos (a + b)] 
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53. Exemples et applications, 

I, Transformer en produit sin p 4 - cos q. 
11 suffit «récrire : 


si n p 


ou bien 


H- cos q — sin p + sin (~ — g j 


sia p 4- cos q = cos 


(j - r) 


cos q, 


et d appliquer une des formules (I), Par exemple : 


sia p 


+ sin (4 — 


q) = 2 sin 


v h- - <i p — â- + q 


VOS 


ce qui donne : 

sin p 4 - cos q = 


2 sin (4 


p — g | 

2 J 


) COS ( 


P-+-? 

2 


54. II. Transformer en produits : i + cos x, 1 — cos x, 1 -f- sin x, 
i — cos x. 

Pour les deux premières expressions, il sulüt de remarquer que : 

1 = cos 0; 

et Ton a : 


1 4- cos x — cos 0 4™ cos x — 2 


£ X n x 

- ■ uos — ~ 2 cos- - 


cos x = cos 0 —e m x = ~ 2 sin 


x . /— x \ 

2 sm ( = 2 si 


sur 

2 


Üa retrouve des relations établies à propos de la multiplication 
par 2. 

Pour les deux autres expressions, on pose ; 


sm 


et Von a ; 

1 + sia x = sin “4- sin x 

y 


z sm — 
\ i 


f) 


1 — sin x ~ sin 


2 r 


2sin (’*) m (*+*)■ 


sin x 


formules de transformation 
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55, III Transformer en produit la somme : 

S = sin x 4“ sin 2 x 4~ sin 3 x* 

# 

Transformons la somme des deux premiers sinus : 

sin x -I- sin 2 a; = 2 sin ( ' os ^ ’ 


e* écrivons : 


3 x , 3 i . 
sin 3 x — - sin —« > 


d’après la formule de multiplication par 2, nous avons : 


‘ 3 x ( 3 * 

S = 2 sin (^cos — 


/ 3 ® , * \ 

( cos —-h nos - j . 


Transformons en produit la somme des deux cosinus 


3 x x 

cos ■ y 4™ COS — 


2 cos x vos y ’ 


et nous obtenons 


3 x 


4 sin - cos x cos - 


On traiterait de la même façon des sommes de la forme : 

g = + sin x ± sin 2 i + sin 3 x. 


56. Remarque. — Si on demandait de‘résoudre l’équation 


sin 


x -4 s La 2 æ 4” sîn 3 x -— 0; 


cl b 1 se ramènerait à ; 


^iri ——— cos x cos — -— Ü 


et se décomposerait en : 

3 x 

sin = 0 


cos x = 0 ; r i os — — 0t 


qui se résolvent de suite en faisant ''inversion des fonctions cir- 
eulaires* 
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57, IV, Résoudre P équation : 

sin 7 x + sin 3 x — sin 6 x H- sin 4 x* 

Transformons en produits les deux membres de réquation ; 

2 sin 5 x eos 2 x = 2 sin 5 x cos x; 

sin 5 a: est en facteur; l'équation se décompose en : 

sin 5 x = 0; cos 2 x = cos x , 


La première donne : 

t> x = 2 frîr 


5 X = ît 4- 2 11 ’ir, 


c'est-à-dire : 5 x = Ictt; d on : x = 


La seconde donne 


2 x = ± x + 2 fcir; 


d'où : 


2 fe* 


ou bien : x = 


2fc* 

3 


On traitera de la même façon les équations : 

sin üx ± sin bx ~ sin a'x ± sin b'x; 
cos ax ± cos bx = cos ax ± cos b'x, 

à condition que Ton ait ; a ± b = a' ± b\ les signes se cories^ 
pondant. 


58. Y. Transformer en produit la somme : 

S = sin a + sin b -h sin c — sin (a + h + e). 
Transformons la somme des deux premiers sinus : 

, (i b ti —- b 

sin a + sin h = 2 sm — -.— eos —-— t 

f ■> -) 

mm mm- 

puis la différence des deux derniers : 

a 

sin c — sin (a -+- 6 -h c ) 

c —- u b — c e —f” ci -h b —T c 

= 2 sm —-g- eos - ——— -> 
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c'est-à-dire : 

* d —]— b (ï —H b 2 c 

sin c — sin (a + 6 + e) — — 2 sm —-— cos —-——- 

— 


ïous avons donc : 

ri . A + i r « — b 

b = 2 sin —— I eos —-— 


cos 


a -f- 6 + 2 c 


Transformons la différence des deux cosinus : 


a —-b a + b + 2 c 

■- — cas-- - 

2 2 


fï —[“ c , — b —- c 

— 2 sin —-— sm -—— 

9 ■> 


„ a+c 4 b -f- c 

2 sm - sm —-—r 

j > 9 


et nous obtenons ; 


sin a -+- sin 6 -h sin c — sin {a -+- b -+- c ) 


= 4 sin 


a -h b . « -h c , b -f- c 

- sin —-— sm --— 

9 '> y 


59, Remarque, — Si a t b t c t sont îes angles d'un triangle, 
û H - b -L c ^ !T 1 et r 


a H- b 


2 ; 


et la relation précédente devient ; 

sin a -h sin b sin c — 4 cos 


b c 

■sr cas t 

2 2 


que Ton peut établir directement de la façon suivante ; 

, * - . a -h 6 a —b 

sin a + sm 6=2 sin -—-— eos —-—; 

2 2 

.a -f*- 6 (t —f— 6 

sin c — sin (a -f- 6) = 2 sm —-— cos — 


en ajoutant : 

i - ^ . a + b [ û + i 

sm a + sm b+sinc-2 sm —-— I cos —-— 


cos 


a — b 


_1 — 

2 ” 


2 eos - 

G 


H 


a + f> a — b 

cos > + cos 
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enfin 


et : 


cos 


ü b 


a — h ^ a b 
cos - - - - = 2 cos - cos — ; 


sin a + sin b + sin c = 4 cos — cos cos 1> 


60, On traitera d’une façon analogue la transformation de : 
S = cos a + cos b + cos a + cos (o+i + c). 


On trouvera ; 


S = 4 cos 


n —f— h 


u -f- c b -p- c 

__ COS —, 


et dans le cas où a + b -f- c = ir, on obtient ; 

a , b c 

cos a -h cos b H- cos c — 1 = 4 sm — sin — sin — ■ 


EMPLOI D’UN ANGLE AUXILIAIRE 


61. On ne peut pas toujours rendre une expression calculable par 
logarithmes en utilisant les formules de transformation; on utilise 
alors un angle auxiliaire comme nous allons l’expliquer sur des 
exemples, 

62, L a et b étant deux nombres positiîs * a > h, dont on connaît 
Jes logarithmes* calculer log (a -h b) et log (a —'b)* sans calculer 
a et b. 


On écrit : a + b = a { l + 


a —- b = a 1 — — ; 


puis on détermine un angle y par Légalité : 


cos û? = — , 
a 


qui donne : 


Un a ensuite : 


log cos y = log b -h colog a. 


a -h b = a (1 ■+- eos c?) = 2 a cas 2 — ; 


a 

a — b — a (1 — cos f) — 2 a sin* — . 

Z 


FORMULES DE TRANSFORMATION 



ofi 
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et on détermine l'angle 9 par l’égalité 




On a alors 


y — a I cos .r -+ 


sm <p 

A 

COS OT 


siiî .r J 


_ a (cos # cos çp -h sin ? sin x) 


cos v 


c'e$t+di 


a cos (x — 


cos Q 


I, étude de la variation de la fonction y est ainsi ramenée à l’étude 

de cos fa — 9 ), 


66 , V, Rendre calculables par logarithmes les racines d'une 
équation du second degré. 

Nous supposerons que l'équation a des racines, et nous distingue¬ 
rons plusieurs cas suivant les signes de ces racines. 

1° Les deux racines sont positives . 

L'équation est de la forme : 

•h. 

x 2 — px -j- q = 0 ; 

ou p > 0 , q > 0 , après que l'on a divisé par le premier coefficient. 
La formule de résolution donne : 


_ JL , jPZ 

2 1 \ 4 q ’ 


et en mettant — en facteur 

ù 


* = 2 h ± 

2 _ 


4 q 


rji 

Le discriminant étant positif, on a:—-L < 1 . et l’on peut déter- 
miner un angle <p tel que : 


sin 3 f 


4 q 


On a alors : 


V* - 4 


— sm 2 y 


cos p; 


FORMULES DE TRANSFORMATION 




et les deux racines ont pour valeurs : 


x' — — (1 •+- cos ?) 


P cos--j- 


x" — - (i — cos 9 ) 


3? 

* ÿ T 


P SUX“- , 


formules calculables par logarithmes, 

2° Les deux racines sont négatives 

On forme l'équation qui admet comme racines —x et — x\ on 
la résoudra comme précédemment et on aura les valeurs absolues 

des racines, 

3 ° Les deux racines sont de signes contraires . 

On peut toujours supposer que la plus grande en valeur absolue 
est positive; sinon, on formerait l'équation en — x. 

L'équation est alors de la forme : 

— px — q = 0 , 

avec p > 0 5 q > 0. La formule de résolution s’écrit. ; 


f * V“4" 


= H 


i ± 


l -4- 


4 q 


On détermine un angle 9 tel que : 


„ 4 q 

tg 2 9 = 4 

P 


et l’on a 


x = 4 [ i ± vr+ 

9 U 


3 = f [i ± 


c'est-à-dire : 


= ![ 


COS 0 ± 1 

cos f 


et les deux racines sont ; 


p cos 9+1 


cos 9 


P «os 2 - 
cos f 


p cos 0 — 

x ff = — - - 

2 cos 9 


* g r 

p sm 2 — 
2 

cas 9 


Formules calculables par logarithmes. 
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43. 

( a _j_ b) ?in ia — 6) + coa + c) sitl — c * + C0!S {c + a - sin 

■ 

44. 

sin (a + 5} «in (fl — b) + sin (b + c} sin (5 — c) -h sin (c + a) sin te — a) = U. 

Démontrer les relations : 

45. 

cos ff> + c) cos (6 — c) + cos (c + fl) cos (c — «) -h cos {a + b) cos {a — b) 

— cos 2 a + cos 2 5 + cos 2 c, 

46 + 

stn (5 + c) cos (h -— c) + sin (c + a) cos {c — a) + «in (a + fe ) cos (a — 5) 

— sïn 2 û + sin 2 6+ sin 2 c. 

Démontrer les identités ; 

47, 

sin (5 + c — a) + sin (a + c 5) + sin (a + b — c) — sin fa + 5 + c) 

= 4 sin a sin 5 sin c* 


48. 

cos fb + c 


a} + cos (a + c — 5) + cos (a + 5 
— 4 cos fl cos 5 cos c. 


— c) + cos (a + 5 + c) 


49. Démontrer l'identité ; 


cos 3 æ = 4 cos x cos 


50. Démontrer l'identité 


+ t) cos (* + t} 


sin 3 x — 4 Sin x sin ( + * J sin ( "jj x j' 

51. Déduire lu relation donnée dans l’exercice precedent de celle établie pour 
cos 3 x. 

■ 

52. Résoudre l'équation : 

gin 4 x + sin 2^ = sin 3 x . 

53. Résoudre l’équation : 

COS 5 x + cos 3 x = cos 6 x + cos - 

54. Résoudre l'équation : 


tg (^3 x + -7 ) cotg (5 x ~ w) - U 

55. Résoudre Liquation ; 

sin x + sin 2 x + sin 3 x = t + cos x + cos 2 a?. 

56, Résoudre l’équation : 

sin fl + sin {a + x) + sin (a + 2 x) -f sin (a + 3 x) = 0 


57. Résoudre l'équation ; 


sin 2 a: = tg J. 


58. Résoudre l’équation : 


cos x — tg x* 



m 
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59, Résoudre l'équation : 

tg x — tg 2 x — sin 


60. 

61 , 


cos 3 x 


t l|j J 
i -j" x 


Résoudre l'équalïon : 

tg {n + tg (a — oï> = 


t — 2 cos. 2 a 
\ + 2 cos 2 a 


62 , Rendre calculante par logarithmes V expression 

y — — 2 COS A. 

63 + Rendre calculable par logarithme l'expression : 


À - 1 + sin a -h cos a. 


64. Même question pour : 

A — 1 ~h cos a + cos 2 a, 

t 

65. Rendre calculabe par logarithmes 

si» x + sin 3 x -t- sin 3 x 

cos x + ros îî t 4- cos 5 x 

66. À, B, C étant les angles d’un triangle, rendre calculable par logarithmes : 

sin A + sin R — Sin C 

eïn À + srn B + sin C 


CHAPITRE VII 

ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES A UNE INCONNUE 


67. Nous avons déjà rencontré des équations trigonométriques a 
propos de l’inversion des fonctions circulaires. Nous allons, mamte- 
uant, indiquer comment on résout les équations que 1 on rencontre 

le plus fréquemment dans les applications. 

I/arc _ ou l’angle — inconnu peut entrer dans l’équation non 

seulement par ses fonctions circulaires, mais aussi par celle de scs 
multiples ou de ses sons-multiples; on commence, en appliquant les 
relations connues, par transformer l’équation de façon qu elle ne 
contienne plus que les fonctions circulaires d’un seul are inconnu, 
que nous désignerons par a:; plusieurs cas peuvent alors se présenter. 

68 . 1. L’équation contient une seule fonction circulaire de 1 arc x. 

En la désignant par y, elle devient une équation algébrique en y, 
et la résolution revient à celle de cette équation, suivie d’une inver¬ 
sion. Nous avons déjà indiqué ce procédé de résolution. 

69. H. L’équation contient plus d'une fonction circulaire de l’arc x. 

On la transforme de façon qu’elle contienne seulement le sinus et 
le cosinus; nous allons voir comment, pour les équations élémen¬ 
taires, on ramène le problème au précédent. 


70. 1° L’équation contient une des deux fonctions circulaires 
sin x et cos x au second degré seulement, et l’autre au premier et 
au second. 

Elle est de l une des formes : 

o cos 2 x + 6 cos x + c sin 2 x H- d = 0; 

« sin 2 x -1- b sin x -h c cos 2 x + d = 0. 

ItÈGUE : On conserve celle des deux fonctions circulaires qui entre 
au premier degré. 
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Ainsi, la première équation devient : 

a cos 2 ï+b cos x + c (1 -— cos 3 x) H- d = 0 , 

Elle est du second degré en cos x; on pose : cos x ~ y, comme 
H a été expliqué plus haut* 

71* t° L'équation contient les deux fonctions circulaires an pre¬ 
mier degré f mais au second degré dans T ensemble. 

Elle est de la forme : 

a cos 2 x 4 - b sin x cos x 4 - c sin 2 x H- d — 0 . 

On la nomme F équation quadratique en sin x et cos x . 

Règle : On prend comme inconnue tg x. 

Pour cela, on rend l'équation homogène en sin x et cos x f en 
multipliant le terme indépendant d par sin 2 x 4 - cos 2 x , ce qui 
donne : 

n cos 2 x -f- b sin x cos x + c sin 2 x + d (sin 2 x 4 - cos 2 x) = 0 ; 

et on divise les deux membres par cos 2 x; on obtient ; 

a + b tg x + c tg 3 x 4- d (tg 3 x 4- 1) = 0, 

équation du second degré en tg x. 

72. Toutefois, pour que la division par cos x ne supprime pas de 
solutions, il faut que F équation n'admette pas les solutions de 
cas x = 0 , c'est-à-dire que cos x ne se trouve pas en facteur; si 
c + d = 0 , b équation est de la forme : 

À cos 2 a: + B sin x ms x = 0* 

Elle se décompose en cos x = 0 et À cos x 4 - B sin x = 0, qui se 
ramène, de suite, à rinversion d'une tangente. 

La méthode que nous venons de donner sera employée lorsque les 
coefficients dépendent d r un paramètre et qu'il y a lien de faire une 
discussion. Quand ils sont tous numériques, on ramène l'équation 
à une forme qui va être étudiée ensuite en prenant comme inconnue 
l are 2 x. On l'écrit : 

2 a co ? 2 ^ A-2 b sin x cos x + 2 c sin 2 x 4 - 2 d = 0 . 

Or : 

2 cos 3 x = 1 4 - cos 2 x; 2 sin 2 x — 1 — cos 2 x, 

2 sin x cos x — sin 2 x; 
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en remplaçant, on obtient : 

a(t 4 - cos 2 x) + b sin 2 x + c(l — cos 2 x) 2 d = 0 , 

qui est de la forme : 

A cos 2 x -4 B sin 2 x 4 - C — 0; 

que nous allons étudier. 

73 . 3 ° L*équation contient sin x et cos x seulement au premier 
degré . Elle s'écrit : 

a cos x 4- b sin x = c ; 

on la nomme l'équation classique en sin x et cos x. 


i 

RESOLUTION DE L’EQUATION 

a cos x -f- b sin x — c. 


74. Il existe, pour résoudre cette équation, deux méthodes prin¬ 
cipales : l’une, que l’on emploie de préférence quand les coefficients 
dépendent d'un paramètre, et qu’il y a lieu de faire une discussion, 

et qui consiste à prendre comme inconnue tg — ; l'autre, que Ton 

jy 

emploie toujours quand les coefficients sont numériques, et qui 
consiste à rendre, le premier membre calculable par logarithmes, en 
utilisant un angle auxiliaire. 



faisons disparaître les dénominateurs, et ordonnons après avoir fait 
passer tons les termes dans un même membre, nous obtenons : 

(a -f- c)( s — 2 bt + c —. a — 0 . 
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Une tangente pouvant prendre une valeur quelconque, dans le cas 
le plus général la seule condition de possibilité est que réquation 
ait des racines, c'est-à-dire que les coefficients vérifient U inégalité : 


qui donne 


(c — a) (c H- a) > 0, 


c 2 < a 2 + h\ 


Supposons cette condition remplie et soit t' et t" les deux racines 
de réquation; déterminons des arcs a et a\ tels que : 


tg a 


tg a 


les solutions de l'équation étudiées seront données par 


tg a ; 


tg JL 

° 2 


— \a a ff * 

I IJ. , 


et en faisant les inversions : 


= -f- fcV; 


// . r ft 

a H- h 


sf = 2a' -+■ 2 te'-; 


x" = 2 a" + 2 k‘ 


On voit que tous les arcs solutions ont seulement deux extrémités 
sur le cercle trigonométrique, celles des arcs 2 a' et 2 a". 


76. Deuxième méthode. 


Nous supposerons a^Û, sans quoi nous serions ramenés de suite 
à l’inversion d’un sinus. 

Divisons par a les deux membres de l’équation : 

b . c 

cos i + — sm x = —, 
a a 

et déterminons un angle f par la condition ; 

, b 

tg f — T • 


en remplaçant, r équation devient ; 


sin 0 . c 

cos x +-— sm x = — , 

cos e? a 


cos x cos ® H- sin y sin x — — cos c, 

a 
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77. Remarques* 

ï. Il existe d'autres procédés de résolution. On pourrait prendre 
comme inconnue soit sin x, soit cos x; on serait conduit a des équa¬ 
tions de la forme : 

± a */l — sin 2 x + b sin x = c; 

a cos x ± b V 1 — cos 2 x — c; 

mais, à cause de la présence des radicaux, les discussions se feraient 
moins facilement. 

78. H. On peut aussi donner une solution géométrique de F équa¬ 
tion. (Posons : 

cos x = X; sin x = Y. 
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Les coordonnées d'un point do cercle trigonométrique dans le 

système d’axe A'À t BTES,. sont X et Y, et 

R l'équation du cercle est : 

v D X* + Y 2 = 1. 

\ \ L'équation a cos x -h ï> sin x — e 

^ - 77 —-”) A s'écrit : 

y y ûx + b y — c 

et représente une droite D, 

13 * Les extrémités des arcs solutions de 

* F Téquation sont les points communs à la 

droite D et au cercle; il y en a deux, 
une seule ou aucune suivant que la droite D est sécante, tangente 
ou non sécante* 

La condition de possibilité se retrouve en écrivant que la dis¬ 
tance 011 du centre ü à la droite D est inférieure ou égale au rayon 1 
du cercle trigonométrique. Calculons les coordonnées du point H, Le 

coefficient angulaire de la droite D est : — ~, celui de la perpendi¬ 
culaire 011 est ■— et cette perpendiculaire a pour équation : 

Y = Ü? X. 

Û 

Remplaçons Y par celle valeur dans réquation de D, nous obtenons 
pour calculer l'abscisse du point H l'équation : 


tfX' —— X' -— r i 


qui donne : 


X' = 


a 2 -h b “ ' 


pu ES 


Y' = 


— 6 c 
a" + b 5 


et Bon a 


(►fl = X' 2 -f- Y /2 = 


rre" 


J 'S ■* 

frr 

PF 


et la condition de possibilité est : 


< i ; 


fl t ï fl 

c~ < a“ + b~. 


79* III. Dans les applications, F inconnue x est presque toujours 
soit un angle d’un triangle, soit un angle aigu. La discussion de 
F équation en t se ramène alors à une discussion de problème du 
second desré. 
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x * j 

Si F angle x est compris entre 0 et tt, — est compris entre 0 et 
Finconnue t doit être positive. 

Si x est aigu, ~ est inférieur à ~ et l'on doit avoir : 

0 < i < 1. 

Dans ces deux cas, il ne laut pas écrire les formules d inversion 
sous leurs formes générales, mais prendre seulement les solutions qui 

JT 

sont comprises soit entre 0 et jt, soit entre 0 et. —. 

80. IV. La résolution de l’équation quadratique, quand les coeffi¬ 
cients sont numériques, se fait par la seconde méthode, en utilisant 
un angle auxiliaire. 


EXEMPLES ET APPLICATIONS 


81. I. fîésoudre Véquation : cos x + v’3 sin x — </2. 

„— n 

Les coefficients sont numériques; posons : tg y — V 3; ? = y 1 
l’équation s’écrit : 

71 

sin "3 

cos x 4 - •- sin x — 

7t 



et le? solutions sont données par ; 







Un voit ici pourquoi la première méthode ne permettrait pas de 
calculer facilement les solutions; les racines de l'équation en t 
seraient : 





dont on ne connaît pas, à priori, les valeurs; mais la comparaison 
des deux méthodes permettrait de calculer ces tangentes, la plus 


petite racine étant 1 g 




et la plus grande tg 
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82. IL Ou donne une demi-circonférence de diamètre AB = 2 IL 
et une tangente parallèle à ce diamètre; on prend sur ce diamètre 
et en sens contraires deux longueurs égales OM ef OM'; des peints 
M et M' on mène les tangentes qui rencontrent en P et P' la tan¬ 
gente parallèle à AB. On tait tourner la figure MPFTVP autour de AB; 
déterminer Pangle x que fait MP arec MM', de façon que Faire du 
solide ainsi engendré ait une valeur donnée 2 nurRr, rn étant un 
nombre positif donné . Discuter. 

I/aire S du solide considéré est la 
jv P somme des surfaces latérales de deux 

cônes et d’un cylindre* Menons PTI per¬ 
pendiculaire sur AB; on a : 

S =2^IIP (MP + 2ÛH), 

M'B 0 H AM Soit T le point de contact de la tan- 
Fig, 36. gente MP; les deux triangles OTM et 

PIIM ont leurs angles égaux; comme 
OT = llï ¥ = fi. ils sont égaux, et I on a : 

MP = OM = IIM = fi cotg a-; 

sut .T 




En écrivant que S = 1 «urR 3 , nous obtenons pour déterminer x 
réquation : 

1 JTR” (3 - 2 cos x) 

--- -2 msrRL 

sin x 


qui s’écrit en divisant les deux membres par 
le dénominateur : 

m sin x -j- 2 cos x JL 


2 TT FL et en chassant 


Prenons comme inconnue tg — = /, 3'équation s'écrit : 

2mt 2(1 -- t 2 ) 

1 -h t- + 1 + t 2 ~~ : 

et, en ordonnant par rapport à t : 

/ (0 = 3 t* — 2 mt H- 1 = 0, 


( 1 ) 
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L'angle x étant aigu, — doit être compris entre 0 et ^ et le 

problème aura autant de solutions que 1 équation ( 1 ) aura de racines 
vérifiant la double inégalité : 

' 0 < t < 1 . 

Formons ; 

/(0) — ! ; /(l) — 0 — 2 m = 2 (8 — »0 = /(OJ/Cl)* 

?i 3 — m < 0, 3 0», le produit/(O)/(f) est négatif; l'équation 
a une seule racine entre 0 et 1 ; le problème a une seule solution, 
donnée par la plus petite racine, car f[0) étant positif, 0 est extérieur 
à l'intervalle des racines, et : 

0 < t' < 1 < t". 


Le problème aura deux- solutions si les inégalités qui suivent sont 
vérifiées simultanément : 


/ 0 >)/(l) > Ci; 


) > 0 ; 


m 

0 < — <1 

O 


A désignant le discriminant. Les deux premières sont vérifiées si : 


m < 3; 


les suivantes le sont alors aussi; ^ donne : 

m s — 3 i> 0; 

/1T < m. 

« 

Il v a donc deux solutions si : 

yT< m < 3. 

f 

Dans le cas limite où m = yTT. l'équation a une racine double 

1 

qui convient; si m = 3 , les racines sont 1 et r- et conviennent aussi. 
À la première correspond l’angle —, le point M est au point A. 


83. Bien que l'on fasse les discussions en prenant 1 T équation cil t, 
il n'est pas inutile de montrer, sur l'exemple traité, comment oti peut 
cependant faire la discussion lorsque Ton emploie la seconde méthode 
de résolution, 

U éprenons ] 'équation : 

2 cos x -f- m sin x = 3. 


TlUfiOXOMÈTIUE. — M 


n 

« i 
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ou enfin : 

—— > 4; 9 3> m ; fft < o 

4 + m 2 

Ainsi, il y a deux solutions si : 

v!T< tn 3. 

■ 

Il n’y en a plus qu’une si 3 < m , l’angle o — a convenant seul. 
On voit que ce second mode de discussion est certainement plus 
pénible que le premier 

84, III. On demande souvent de trouver la relation qui doit exister 
entre les coefficients de l’équation classique pour que les solutions 
satisfassent à une condition donnée. Lorsqu’on prend la première 
méthode de résolution le problème se ramène a un calcul de fonctions 
symétriques des racines de l’équation en t; il est, en général, plus 
avantageux d utiliser la seconde méthode de résolution. Nous allons 
traiter un exemple en suivant successivement les deux méthodes. 

85. Problème. — Quand l’équation : a cos H-i sin x = c 
a deux séries de solutions, trouver 2a relation qui doit exister entre 
les eoeîûcients pour que les deux rayons du cercle trigonométrique 
aboutissant aux extrémités des ares solutions soient rectangulaires. 

En posant ; lg » =— et cos « =— cos =, avec - c- < cr -4- b 2 , 

ü Ü 

les solutions de l’équation sont données par : 

x' = » — a -+■ 2 /rV; 


Si M' et M" sont les extrémités des arcs solutions sur le cercle 
trigonométrique, on a : 

M'ÔM" — }x" — x'| = [2 a + 2 /i-j; 

et, si les deux rayons OM' et GM" sont rectangulaires, on doit avoir : 

2a=± y, « = ± ÿ , . tg o = ± 1; 

et : tg 2 « — 1 ; 

ce qui s'écrit : 

1 — cos” a = COS" a: 2 cos 2 a = 1 . 
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86 . On voit, de suite, qu'on peut obtenir une équation algébrique 
en prenant comme inconnue tg * == f, mais l’équation est complète 

JL 

du quatrième degré, et nous ne savons pas, en général, la résoudre. 
Nous passerons par 1 "intermédiaire d une équation auxiliaire en 
posant ; 

sin x + cos x = z . 1 H 

Nous obtenons, en élevant les deux membres au carré : 

1+2 sin x cos x = z 2 ; 

i h 

d'où : 2 sin x cos x ~ z~ — 1 ; 

et l’équation donnée s’écrit, en y remplaçant sin x -+- cos x et 
2 sin x ros x par les valeurs précédentes après avoir multiplié par 2 : 

2 as + è(z a — t) + 2 e = 0 ; 

bz* H- 2 az + 2c — t> = 0; (2) 

soit z' une racine de celte équation, il lui correspondra, pour l’équa¬ 
tion donnée deux séries de solutions données par l’équation : 

sin x + cos x z\ 


h condition que l’on ait : 
c’est-à-dire : 



- v /2 < / < v / 2 . 



La discussion revient donc à chercher combien l'équation (2) 
racines vérifiant l'inégalité (3). 

Ün résoudrait d une façon analogue en posant : 


a de 


1 équation : 

a (sin x 


sïn x — cos x = 
cos x) + b sin x cos x + c (j. 


87. On peut aussi résoudre l'équation : 

a sin x + cos æ) + b sin x cos x + c — f t 

en prenant une nouvelle inconnue, y , définie par : 


TT 
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88 . Remarque relative à la résolution des équations trigo- 
nométriques à une inconnue. — On hésite souvent sur le choix de 
Ja fonction circulaire à conserver pour obtenir une équation algébri¬ 
que. La règle suivante, due à M. Bîoche, permet d’éviter tonte difficulté. 
En supposant que l'inconnue æ figure par ses lignes trigonomé- 
triques ou celles de ses multiples —■ mais non par celles de ses sous- 
multiples — on remplace dans l’équation proposée x par — x t par 
K —x et par rr + x. 

Si la première substitution laisse réquation inaltérée, on expri¬ 
mera tout en fonction de cos x; si c'est la seconde, on choisira sin x 
et si c'est la dernière, on prendra tg x. 

Si aucune des substitutions ne conserve l'équation donnée, on pren- 

x 

dra comme inconnue tg -, et si toutes la conservent on prendra cos 2 x. 

(in se rendra facilement compte que cette règle donne les procédés 
que nous avons donnés pour les équations que nous avons étudiées. 


ÉQUATIONS A UNE INCONNUE 
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CHAPITRE VIII 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS A DEUX INCONNUES. 

INÉGALITÉS 


89. Dans un certain nombre de problèmes, on rencontre des sys¬ 
tèmes de deux équations à deux inconnues; nous allons, sans faire 
de théorie générale, expliquer la résolution de ceux qui se présentent 
le plus fréquemment. 

90* I. Résoudre le système : 

j x -f- y = a ; 

| sin a; H- sin y = fe. 

iSous connaissons la somme des deux ares inconnus; calculons leur 
différence et, pour cela, transformons en produit le premier membre 
de la seconde équation; elle s'écrit : 

. x -h y x — y 
2 sin —— cos ——— = b. 

9 v 1 


c'est-à-dire 


cl donne 


, * fi x — y 

2 sm -- cos —— = b , 


T'OS 


z—y 


2 sin — 

9 


Déterminons un arc a par l’égalité 


COS U = 


’i ■ v 

2 sm — 


z —— j / 

les arcs ;<> sont donnés par l s équat.ion ; 

x — y 

~ “* ± et —h -- h TT. 
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x -h y a 

qui, avec : -- — 

- 2 

forme un système du premier degré que l'on résout par addition et 
soustraction : 

a = ± a + 2 kx; 

y '— + a 2 hîï, 

La condition de possibilité est que la relation (f) permette de 
calculer l'arc a, c'est-à-dire que Ton ait : 

b 

— 1 « ■-— < I ; 

« • a 

2 sin — 

2 

ce que I on peut écrire : 

b “ 

■:--— < 1 ou b 2 < i Sin- -. 

-i sm* a ' 2 

2 

91. Remarques. — 1 . On pourrait aussi résoudre le système étudié 
par la méthode de substitution, en portant dans la seconde équation 
la valeur de y tirée de la première, ce qui donne : 

sin x + sin (<i — x) = b; 

en effectuant et en groupant les termes, cette équation prend la 
forme : 

(1 — cos a) sîn x -f- sin a cos x = b; 

c’est une équation classique en sin x et cos x. La condition d existence 
des solutions s'écrit : 

/>- (f — cos a) 2 -H sin 2 a\ 

011 * J > 2 < 2 — 2 cos a; 

b- 4 sin 2 4 * 

'j) 


92. 2. On résoudra d’une façon analogue à celle qui a été donnée 
1 un quelconque des systèmes : 

* ± y a ; 

COS X ± COS IJ = b. 


x ± y — a; 
sin x + sin y = 6 ; 


4 
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93. IL Résoudre 2e système ; 

jx — y = a; 

) cos x cos y • = b. 

Calculons la somme x -S- y en écrivant la seconde équation : 

2 cos x cos y = 2 6 ; 

■r 

et en transformant en somme le premier membre : 

cas (x -b y) + cos (x — y) = 2 h ; 

d'où : 

cos (x + y) = 2 h — cos a; 

si a est un arc tel que ; 2 6 — cos a — cos a, on a ; 

£ H - y z —— i c- -b 2 


qui avec : 


x — y = a, 


détermine x et y par addition et soustraction, 

Pour que Tare a existe, il faut et il suffit que Ton ait : 
qü : — 1 <26 — cos a < 1 ; 


ce qui s’écrit : 


COS a 1 < 2 5 < 1 + COS a ; 


et donne : 


— 2 sîn a — < 2 b < 2 cos 3 — 

a ^ 1 ^ 2 o 

— sim — < o < cos — * 

9 y 


94 , On pourrait aussi résoudre, par substitution, en tirant y de la 
première équation et portant dans la seconde, qui devient : , 

cos x cos {x — a) = b ; 

et en effectuant : 

cos a cos 3 x 4- sin a sin x cos x = b t 

équation quadratique en sin x et cos x . 

On résoudra comme plus haut un des 1 systèmes : 

[ x ± y = a; ( Æ ± y = a; ( x ± y = 

j cos x cos y = h. ( sin x sin y = 6 * j sin x cos y = b. 


i 
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95* III. Résoudre 2e système : 


, x + y = a; 
( tg x H— tg y 


On peut ramener ce système à un des précédents en transformant 
le premier membre de la seconde équation, qui s’écrit : 


et donne : 


si F] (x -h y) 
cos x cos y 


~ b; 


cos x cos y = 


sin ti 


Dans ne au coup de cas, il esL plus commode de former l’équation 
du second degré ayant pour racines tg x et tg y . La première équation 
donne : 

tg (x -+- y) = tg a; 

c'est-à-dire : 


tg x -h tg y 
1 — tg x tg y 


d ou 1 on tire : 


— te a ■ 
u 1 


ig * tg y = 


J — tg x tg y 

tg « — b 

tg a 


= tg a; 


tg x et tg y sont alors les racines de L'équation : 


t 2 — bt -f- 


tg a — b 
tg a 


0 - 


96. Cette seconde méthode ne serait plus applicable à l’un des 
systèmes : 

W 

rh f * — y= a; [ x ± y = a; 

| tg x -h tg y = b. ^ j tg x — tg y = b; 

pour lesquels il faudrait appliquer le premier procédé qui conduit 
à des équations classiques; par exemple, pour le système (t) on a : 

sin (x + y) = b cos x cos y. 

Or : 

2 cos x cos y — cos (x + y) + cos (x — y) = cos (x -+- y) -h cos a f 
et réquation précédente devient : 

2 sin (x -h y) = 6 cos (x + y) -+* 6 cos a ; 

équation classique en sin (x + y) et cos (x H- y). 

On peut, pour tous les systèmes (!) et (2) t appliquer la méthode 
de substitution qui conduit à des équations du second degré en tg x. 
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97, IV. Résoudre Je système : 

j x h- y — a; 

I tg x tg y = b. 

La première équation s*écrit : 


Ig x 


ig y 


— ig a 


ig x + Ig y 
l — b 


= tg a: 


l — tg x tg y - l — b 

et donne : tg x -+- tg y = (1 — b ) Lg a. 

Tg x et tg y sont racines de l’équation du second degré : 

t* — (1 — b) tg a . I + b — O, 

que l'on discute suivant les cas qui peuvent se présenter. 

98. V. Résoudre Je système : 

( x + y = a; 
j sin x , 

( sin y 

il 

La seconde équation peut s écrire ; 


sin ,r 
" k 


sm V 

1 


s ni x 

k 


sin y 

1 


sin x — sin y 

k — 1 


don ; 


sut x — sin y 
sin x -H sin y 


k — I 

fe~+T 


Transformons en produits les deux termes de la première fraction; 
nous obtenons : 


k — 1 

T+i 


ce qui s'écrit 


. . 2 —y 

2 sin 2 

cos 

x + y 

2 

*-hy 
2 sm —~— 

2 

cos 

x y 

'i 

f & — y 

lu -:- 

cols 

x-\-y 


k— 1 . 

fr+ï ' 


et donne 


qui détermine les arcs 


x — y 
% 

x — y 


H — 1 a 

TïTT' '' 6 ï 
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St 


Ou traitera de la même façon les systèmes : 


i -t + y = a ; 

cos x . 

t -— = k. 

[ eos y 


i r — y = a; 


\ * — i 
} sin x 


i 




Sin y 


( cos y 


y = «; 

r 

- = k. 


On pourrait aussi employer la méthode de substitution; elle conduit 
pour calculer un des arcs a: ou y à une équation du premier degré 
en tg x ou en tg y * 


99. XI Résoudre le système : 


i * + y 

} tg x 
{ tg y 


On écrit la seconde équation ; 


sm x vos y 
sin y cos x 


— le; 


ou encore : 


sin x cos y — sin y cos x k 

sin y cos x + sin x cos y k 


c'est-à-dire : 


sin (x — y) 
sin (x H- y) 


Je -t - 1 


qui détermine : sin (x — y) — 


(k — 1) sin a 
k h- 1 


On résoudrait de la meme façon le système : 


1 x — y 

) Uz x 


( tg y 


îOO. VII. Résoudre Je système : 


f sm x tg y = tg b ; 

\ cos y cotg x — cotg a. 


Cherchons à éliminer y entre les deux équations. La seconde donne : 


THIGOKGilETRIE 


En portant cette valeur de cos y dans la première, elfe devient 

, , tg b cotg a 

Bin x sin y = tg b cos y = —— - ; 


CO Ig X 


et donne : 


sin y 


tg h cotg a 
cû$ x 


Ecrivons que sin 2 y + cos 2 y 
réquatîon : 

tg 2 b col g 2 a 
cos 2 x 


— 1; nous obtenons pour calculer 


cotg- a 
cotg' X 


c'est-à-dire en remplaçant cotg 2 x en fonction de cos x : 


o COS 2 X 

cotg 2 x = --r— ; 

1 — COS" X 


tg 2 6 cotg 2 a cotg 2 a (1 — cos 2 x) 


COS- x 


COS- X 


d où Ton tire : 


COS- X 


COS“ X = 


cotg 2 ü (1 -b Ig 3 h) 
1 + cotÿ 3 a 
cos 2 a 

<j ? j 

eo$- b 


cos 2 a sin 2 a 

^__ * 

cos 2 b sin 2 a 


cos x = + 


cos a 
co s b 


On a ensuite : 


sin y = 


tg b cotg a 

cos a 

H~ --—- 

COS b 


sin b 
sin a 


el l’on est ramené à deux inversions de fonctions circulaires. 
Il faut que l’on ait : 


cos a 
cos b 


< i, 


sin i> 
sin a 


< I 


101. Vil). Résoudre le système : 


sin x H- sin y = a ; 
cos x + cos y = b. 
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Transformons les deux membres en produits, les équations 
s’écrivent : 


2 sin 

* -+- y 

x — y 

cos -—= a ; 

9 

mm 

9 

H 

2 cos 

x -y y 

x — y t 

cos - - — b ; 

2 

2 


et, en divisant membres à membres : 

x -h y a 


équation qui donne : 


* -i- V 
o 


■ —: a -f- Aîr; 


a étant un arc déterminé par tg a = t • 

Remplaçons dans l’équation (I); elle devient : 

■ 

x — y b 


cos 


2 cos (a + for) (— l) fc X 2 cos et 


si fi est un arc déterminé par r égalité : 

rt 6 

cos fi — -!tt— - 

(— i) K , 2 cos a 

On aura : 

l>; ~ *1 = + j8 + 2 h'n. 

9 “ 


Les équations (2) et (3) donneront x et y par addition et soustration. 
Pour que le système soit possible, il faut et il suffit que l’on ait : 


ce qui s'écrit : 


* (— 1)* x - cos a ^ ^ 


Or : cos' a - 


b 3 < 4 C03 3 a. 

1_ _ _f_ 

tg3 " ” 1 + 


b 2 

i 2 -h b 2 ' 


et la condition se réduit à : 


4 b 2 


b 2 < ■ , -ÿ 

ar + b' 

a 3 -+- b 3 *5 4. 


* 

J 
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INEGALITES TRIGONOMETRIQUES A UNE INCONNUE 


102. Une inégalité trigonom étriqué est une inégalité où l'inconnue 
entre par ses fonctions circulaires. On suit, pour la résoudre, une 
marche analogue à celle qui a été suivie pour les équations : on txans- 
forme l'inégalité de façon quelle contienne une seule fonction cir¬ 


ai re, une 
on Irans- 


culaire d’un seul arc inconnu; on désigne celte fonction circulaire par 
une lettre et on résoud l’inégalité algébrique ainsi obtenue, puis, en 
se servant du cercle trigonom étriqué, on détermine les arcs de ce 
cercle où doit se trouver l’extrémité de l'inconnue pour que i’inéca- 
li té soit vérifiée. 


103. Exemple : 

Résoudre l’inégalité : cos 2i r -f- sin x > 0. 

L’inégalité s’écrit en remplaçant cos 2x par sa valeur en fonction 
de sin x : 

1 — 2 sin 2 x -f- sin x > U; 

ou : 

2 sin 2 x -— sin x — 1 <0. 

w 

Posons sin x = y, nous obtenons l’inégalité du second degré : 

2 y 2 — y — 1 < 0 . 

Le premier membre a pour racines évidentes 1 et — — et l’inégalité 
est vérifiée si : — 4- < y < P 

Marquons sur l’axe des siuus du cercle tri- 
gonométrique le point P défini par : 

/ ÔP=- i. 

*} 

fous les arcs dont les sinus sont compris 

dans I intervalle —- 1, sont terminés sur 

Fig* 27 , pariio doublée du cercle et sont solutions 

de l'inégalité étudiée, 

SI on avait demandé de résoudre l’inégalité en supposant lare x 
compris en ire 0 et 2 -, il suffisait de remarquer que Farc AM, inférieur 
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à 2 -, a pour mesure 


77 = -—et que Tare AM' a pour 


mesure 2 - 


- 11 - 

7 — — 7 “ et rinéin 
a 0 


0 < I < --- 

u 


alité est vérifiée si l'on a : 


ou bien : 


11 - 


<%x 


9 * 

—. * fc « 


EXERCICES 


81. Résoudre te système 


j 1 + t/ 

* sin 3 x 


sin 2 tj 


82 * Résoudre Je système : 

v x -f- y = a; 

) cos 2 x — cos 3 y — h. 


83. Résoudre le système : 

( sin {x 4 - y) 
t tg x — tg y 

84. Résoudre le système : 


COS {X 

i. 


— y)-. 


^ sin 2 x + siu 2 // = 

) . I 

f sin (x -h y) = —. 


S5. Résoudre le système ; 

j 2 cofi x cos y = 
( tg x -j- tg y = 

86. Résoudre Je système : 

j Si il x sin y — a 
J cos x cos y = 6 

87* Résoudre le système ; 

\ sin x 4 - sin y - 
f cos x + cos y - 

88. Résoudre le système * 


= sin c: 

— I 4 C oe a. 


( vos x H- cos y = a\ 
f cos 2 x 4 - cos 2 y — b. 

89* Résoudre Je système : 

( tg x -p tg y = a; 
f tg 2 x + tg 2 y = 6* 


§g TBIGONOMÉTHIE 

90. Trouver toutes les valeurs de rin x et de sin y vérin a fit les éq nu lions : 

j sin y — k sin X; 

) 2 eus x + ros y = 1, 

Quelles valeurs faut-il donner û k pour que le problème soit possible. 

91. Trouver la relation que doivent vérifier a, b et a, pour que les trois 
équations : 

sin x + sin y — a\ 

cos x + cos i/ — 6: 

x a „ <• 

t B ù tg Q tp> ^ 

m ** 

soient compatibles. 

92. Démontrer que si les trois équations : 

a sin 2 x -h a f cos» £ — b; 

a sm 2 y + a* cos 2 y = b'; 

u tg x = a* tft y 

sont compatibles, on a : 

1 J_ _ 1 

a + a' ” h + h' ’ 

93. Iiwwrer ta condition pour que les trois équations : 

a 2 co^ 2 x — b 2 cos 2 y — c 2 ; 
a cos x h- b eos n — ti; 
a % x s= 6 tg y 

soient compatibles. 

94. Résoudre ï'Inégalité : 

G 

2 sin 2 x — (v3 + v 7 -) sin x -h < 0- 

95. Résoudre l'Inégalité : 

tg» s - C s/3 + I) tg. i + v 3 > 0. 

96. Trouver les arcs x compris entre 0 et x vérifiant l'inégalité : 

sin x + C03 x > l. 

97. Résoudre l'inégalité : 

sia* x — 3 sin x cos x — 2 > cos 2 

98. Résoudre rinégalité : 

6 cos 2 x — ïî eos £ + 1 > 0* 

99. Résoudre l'inégalité : 

sin 2 x — fl sin x -f- 6 > d, 

100. Résoudre l’inégnliié t 

cos 3 x —- 3 cos £ + 2 < Q. 


CHAPITRE IX 

APPLICATION DE LA TRIGONOMÉTRIE 

AUX TRIANGLES 


104. Résoudre un triangle c’est, connaissant certains éléments du 
triangle, trouver des formules calculables par logarithmes, permet¬ 
tant de déterminer les éléments inconnus du triangle. On appelle cas 
classiques de résolution ceux où les éléments donnés sont des côtés 
ou des angles en nombre suffisant pour que le triangle cherché existe. 


RESOLUTION DE TRIANGLES RECTANGLES 
DANS LES CAS CLASSIQUES 


105. Nous commencerons par le triangle rectangle. Un triangle 
rectangle est déterminé si l’on donne deux éléments, autres que 
l’angle droit, et qui ne sont, pas deux angles. Nous désignerons par 
A, B, C, les mesures des-angles en grades ou en degrés, par a, f>, c, 
les mesures des cotés opposés aux angles A, B, C, et, dans un triangle 
rectangle, A sera l’angle droit. Nous utiliserons les grades; on passera 
facilement aux mesures en degrés. 

Il y a quatre eas de résolution des triangles rectangles : on peut 
donner un angle aigu et un coté, qui peut être soit un côté de l’angle 
droit, soit l’hypoténuse; on peut donner deux côtés, qui peuvent être 
les côtés de l’angle droit, ou bien un côté de l'angle droit et 
l’hypoténuse. 


106. Premier cas. — On donne un angle aigu et un côté de 
l’angle droit . 

Soit B et b-, les inconnues sont C, c, a, et on ajoute, en général, 
la surface S. On a, de suite : C = 1006 1, — B; 


ô 

puis : c — b cotg B; « — —y. 




cotg B. 


Le problème est toujours possible. 


88 


TH ÏLONOMÉTRIE 


107. Deuxième cas. — On donne un angle aigu et l'hypoténuse. 

Soit B et a: les inconnues sont C, b t c et S. 

C — 100s r — B; b = a sin B: 

1 1 

■c = a cos B; S = — bc = — a 2 sm B cos B» 

2 2 

Lu problème est toujours possible. 

108. Troisième cas. — On donne le: s deux côtés de l’angle droit 

Soit b et c; les inconnues sont H, C, a et S. 

On a : 

te B = —, C = 100î? r — B, a = . ,■ S == ~ bc. 
c sm Ji 2 

Le problème est toujours possible. 

109. Quatrième cas. — On donne un côté de Vangle droit et 
1 hypoténuse: 

Soi t 6 et a 

On a : 

6 1 

sin B = —, c = 10ÛS r — B, v = a cos 13, S — — ab cos B. 
a 2 

Pour que le problème soit, possible, il faut et il suffit que l'on 
puisse déterminer l'angle B, c'est-à-dire que Ton ait : 

6 

— < J ; b < a, 
a 

¥ 

ce qui est la condition géométrique d’existence du triangle. 

TRIANGLES QUELCONQUES 

/ 

110. Un triangle est géométriquement déterminé dès que Von donne 
trois de ses éléments, angles ou côtés, qui ne soient pas tous des 
angles. Il doit donc exister entre les côtés et les angles d'un triangle 
trois relations distinctes, permettant de calculer trois des six éléments 
quand on donnera les trois autres, et il ne peut pas en exister plus 
de trois, car s'il y en avait quatre, elles permettraient de calculer 
quatre des éléments en fonction des deux autres, ce qui n'est pas 
possible, puisqu'un triangle n'est pas déterminé par deux éléments 
seulement. 


APPLICATION DF LA TRIGONOMETRIE AUX TRIANGLES 


On donne aux trois relations dont nous venons de prévoir I exis¬ 
tence des formes différentes. Nous allons établir les plus importantes. 

I. Relations des sinus. 


111. Ce premier groupe est formé des relations suivantes : 

la b c 

(1) J sin A sin B sin G 
f A + B 4- C = 2006T. 

La dernière a été établie en géométrie* Nous donnerons deux 
démonstrations des deux premières conduisant à des relations 
importantes. 

112. Première démonstration. — Soit R le rayon du cercle 
circonscrit au triangle ABC; menons le diamètre RÜD et joignons DC. 
Si J’angle À est aigu, les deux angles BAC et BDC sont égaux comme 
inscrits interceptant 1 q même arc, et le triangle BDC, rectangle en r. } 
donne : 

BC = BD sin D = 2 R sin D; ^--è 


c'est-à-dire : 


a = 2 R sin A, 


sin A 


= '2 R. 


Si 1 angle A est obtus, les deux angles À et D 
sont supplémentaires; et comme ils ont même 
sinus, on a encore ; 

BC = 2 R sin (200 — A) = 2 R sin A; 


Fie. ZS. 


sin A 


= 2 R. 


On démontrerait d'une façon analogue que : 

b ._ c _ 


sin B 


= 2 H 


sin C 


= 2 IL 



Les relations sont établies. 


Fig. 2'J. 


113. Seconde démonstration. -- Calculons de deux façons une 
ries hauteurs du triangle ABC; par exemple, la hauteur BBC Si 
l'angle À est aigu, les triangles ÀBB' et CRR', rectangles en B', 
donnent : 

RB' = AB sin A “ c sin À; 

DB' = RC sin C = a sin C; 
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Fig . 30, 


en égalant les deux valeurs de BB' : 

a sin C = c sin A. 

Si l'angle À' est obtus, on a : 

RB' = AB sin (200gr — A) — c sin A; 
BB' = BC sin C = a sin C; 

et, de nouveau : 

a sin C = c sin A. 

Donc ; 


sin À 


sin C 



Fin 31. 


En prenant la hauteur issue de C. on 
verrait de même que : 

a _ b 

sin A sin 3* 

donc : 

a b c 

j ■ ■ ■ — - r 

sin A sin B sin C 


Cette seconde méthode donne une expression importante de la 
surface du triangle. On a : 


1 1 
S = — AC X BB' — y bc sin A ; 


on aurait aussi 


— ab sin C 

9 


= — ac sin B. 


La surface d'un triangle est égale au demi-produit de deux 
côtés par le sinus de l'angle compris. 

La comparaison des deux méthodes donne une relation que Ton 
a établie en géométrie : 

de : 

<7 = 2 R sin À et 2 S = ôc sin A; 


on déduit : 
c'est-à-dire : 


abc sin À = 4 RS sin À, 
abc = 4 US* 


114. Remarque* — Les deux méthodes suivies font partie d T un 
procédé que l'on emploie souvent pour établir une relation entre les 
éléments d'une figure : on calcule de deux fanons une même grandeur 


APPLICATION DE LA TRIGONOMÉTRIE AUX TRI ANGLES 


de la ligure en fonction des éléments entre lesquels on veut établir 
une relation, et on égale les deux valeurs obtenues. 

Revenons au système (I) : 

, a _ b _ c 

(1) \ sin A — sin B sin C 

( À + B+'C = SOQs*. 


115. Les trois relations sont distinctes, c'est-à-dire que l’une 
d'entre elles ne peut pas se déduire des deux autres. La troisième 
ne peut pas être une conséquence d^s deux premières, car il faudrait 
pour l'obtenir éliminer a, b, c, entre celles-ci, ce qui n’est pas 
possible. Une des premières, par exemple : 

a h 


sin A 


sin R 


ne peut pas se déduire des deux autres : 


sin À 


-. /'i * 

sin L 


200 grades 


car elles ne contiennent pas le côté b. 


116* Etablissons, maintenant que : Réciproquement, si trois lon¬ 
gueurs a , b f c, et trois angles positifs A* B, C, vêriûent les rela¬ 
tions (I), il existe un triangle et un seul ayant a, b t c t pour côtés 
et A, B s C, pour angles . 

A, B, C, étant positifs et leur somme égale à 2003?, la somme B -f- C 
est inférieure à 200s r , et nous pouvons construire un triangle AUC 
ayant a pour côté et B et C pour angles adjacents; soit b' et c' les 
longueurs des côtés A'C et À'B, Dans ce triangle on a, d'après le 
théorème direct : 


À' -h B -h C — 2O0s r ; 


sin A' 


sin B 


sin C 


En comparant avec les relations (I) vérifiées par hypothèse, on voit 
de suite que : 

À' = À: puis : b' = b: c f = c. 


[J. Deuxième groupe de relations, 


117* Il ost formé des relations suivantes ; 


(II) 


a :: = b 2 + c“ — 2 bc cos A ; 

b 2 = c 2 -h a 2 — 2 es cos B ; 

e 2 = a 3 + b? — 2 ab cos C. 


( J2 
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il suffit d’établir la première relation, les deux autres s en déduisant 
par permutation circulaire. 

Soit ABC le triangle; B' la projection du sommet B sur le côté CA; 
nous avons établi en géométrie la relation algébrique : 


lî 



C B' A 

Fig. 32, 


BC “ AC + ÂR — 2 AC.AB'; 

si nous prenons, sur les côtés issus de À 
comme sens positifs les sens AC et AB, le 

vecteur ÀB' est la projection sur Taxe CA du 

vecteur AB, et l’on a : 

AB = c; AB' = AB cos À = c cos À. 


En remplaçant dans la relation précédente, on obtient : 


a 2 = h 2 + c- — 2bc cos À. 

Si le triangle est rectangle en A, on retrouve le théorème de 
Pythagore. 


118. Les trois relations (II) sont distinctes, car chacune conte¬ 
nant un angle qui n'entre pas dans les deux autres ne peut pas se 
déduire de celles-ci* 


119. Réciproquement : Si trois longueurs a, b, c, et trois angles 
A, B, C, compris entre 0 et 200 gz^ades vérifient les relations (II), 
il existe un triangle , et un seul , dont les éléments sont a t 6, c, 
A, B, C. 

Construisons un triangle AB'C' ayant pour côtés AB' et AC\ c et b, 
et dont l’angle compris est égal a a. Soit a ' la longueur du côté FCC 
On a, dans ce triangle ; t 

a' 1 = b 2 + cr — 2 bc cos A; 

en comparant avec la première relation (II), on obtient : 

a 2 = a *; 

(Eou : a = a, puisque a' et a sont des longueurs. 

On a ensuite : 

6- = a~ -h c 2 — 2 ne cos F; 

et en comparant avec la seconde relation (II) : 

cos B' = cos B; 

d’où : lE = B, puisque entre 0 et 200 grades il n'existe qu’un angle 
ayant un cosinus donné. On voit, de même, que C' = C. 
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Ni. Troisième groupe de relations, 

120, Il est formé des relations suivantes : 

[ & = fe cos G + c cos R 

(Ifl) b — c cos A -f- a cos G 

( e — a cos B b cos A 

11 suffît d’établir une des trois relations; par 
exemple, la première. Soit A' le pied de la 

hauteur issue de À; si À' se trouve entre B et C. 
on a : 

BC = CA' H- A'B = CA., cos C -f- AB cos B. 

Si A' tombe en dehors de BC, soit à droite 
de C. on a : 

BC = BÀ / — A'C 

= ÀB cos B — AC cos (IQCter — C) 

= AB cos B -h AB cos G; 

de meme, si A' était à gauche de B. Donc, dans 
tous les cas : 

a = b cos C —c cos R. 

121 . Les trois relations sont distinctes. — Cherchons à déduire 
la première relation des deux autres; il faut, pour cela, éliminer cos A 
qui n'entre pas dans la première relation; multiplions les deux 
membres de la seconde par H- b et ceux de la troisième par — c, et 
ajoutons; nous obtenons ; 

b 2 — c 2 = a {b cos C — c cos B), 

ce qui n’est pas la première relation. Les relations sont distinctes. 

122. Montrons que, réciproquement, si trois longueurs a f b f c, 
et trois angles A, B, C, vérifient les relations (III), il existe un 
triangle et un seul, dont ils sont les éléments , A, B, C étant positifs 
et intérieurs à 200 grades. 

Il résulte, évidemment, des trois relations t que l'on a : 

a < h + c; b < c + q; c < a -f- 6, 

On peut donc construire un triangle À'B'C', ayant a, b , c , pour 
côtés; dans ce triangle, ou a : 

f a = b cos C -f- c cos B'; 

(HL) j 6 = c cos À" -+- a cos C'; 

[ c = a cos B’ -+- b cos À' 


7 

B 

f 


A 



B C Y 


Fjg, 31. 
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Cos égalités forment îm système de trois équations du premier 
degré en cos A', cos B', cos C\ 11 n'est pas indéterminé, puisque 
les trois équations sont distinctes, et, puisque les relations (III) sont 
vérifiées, il a une solution cl cette solution est unique; donc : 

cos A' = cos A; cos B' — cos B; cos C' = cos C; 
d’où l’on déduit : 

A' = A; B' - B; C' = C; 
tous les angles étant positifs et inférieurs à 200 grades. 


EQUIVALENCE DES TROIS SYSTEMES DE RELATIONS 

123. L’équivalence des trois systèmes résulte des réciproques qui 
ont été établies. 

Si trois longueurs a, b, c, et trois angles positifs et inférieurs à 
200 grades vérifient un des trois systèmes, il existe un triangle dont 
ils sont les éléments; or, dans ce triangle, ces éléments vérifient l’un 
des deux autres systèmes, qui est bien une conséquence du premier. 

Nous allons établir, par le calcul, qu’on peut passer d’un des 
systèmes à V autre, 

124. 1° Du système (I) déduire les systèmes II) et (III)» 

Il suffit de déduire du système (I) une des relations de l’un des 
deux autres. 

La relation : A + B -+- C = 20Qsr donne : 

FS 2ü0S r - (À H"' C) y 

c'est-à-dire ; 

(1) sin B = s in (A + G) = sin A cos C + sin C cos À. 

Posons : 

a _ b _ c _ i 

sin A sïn B sin C k 


nous déduisons de là : 

sin À = ka; sin B — kfr* sin C = kc; (2) 

et, en remplaçant dans (1) ; 

kb = ka cos C kc cos A; 

6 — a cos C + c COS B, 

C'est une relation du groupe (III), 


De Légalité (1) on tire : 

sin A cos C = sin B — sïn C cos À; 

et en élevant les deux membres au carré : 

* 

sin 2 À eos s C = sin 2 B + sîn 2 C cos 2 A — 2 sin B sin C cos À; 
ce qui s'écrit : 

siir À cos 2 C = sin 2 B sîn 2 C (i -— sin 2 À) — 2 sin B sin C cos A; 
et en faisant passer — sîn 2 C sin 2 À dans le premier membre, puis 
remplaçant cos 2 C + sin 2 C par i : 

sin 3 À — sin 2 B + sin 2 G — 2 sin B sin C cos A; 

et à cause des valeurs (2) écrites plus haut : 

kra 2 — ïrb 2 + k 2 c 2 — 2fc 2 fcc cos À; 

a 2 = b 1 -fc" —2 bc cos A; 

c'est la première relation du groupe (II). 

Remarquons que ntms n'avons ici fait aucune hypothèse sur les 
grandeurs des angles. 

125. 2° Du système (H) déduire les systèmes (I) et (III). 

Ecrivons le système (II) : 

l a 2 = 6* + c 2 — 2 bc cos A; 

(II) / 6 3 = c 2 H- a z — %ac cos B; 

I c 2 — a 2 + b 2 — 2 ab cos C. 

Nous obtenons immédiatement une des relations du groupe (III) 
en ajoutant membres à membres les deux premières relations (H), ce 
qui donne : 

a~ + b 3 = a" H- b 2 -+- 2 c 3 — 2 c (a cos B + b cos A); 
et en réduisant, puis divisant par 2 c qui n'est pas nul : 

c = a cos B + b cos A. 

C est la troisième relation du groupe (III). 

126. Déduisons, maintenant, le groupe (I) du groupe (II) et établis¬ 
sons d'abord que : 

a b 

sin A sin B 

en supposant a 9 b, c 5 A s B, C, positifs et les angles inférieurs à 200^ 
11 faut éliminer c et G entre les trois équations (II); C est tout 
éliminé dans les deux premières; éliminons c entre celles-ci : 
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Eu les ajoutant, nous avons obtenu : 

c — a cos B + b cos A; '3) 

eu les retranchant, membres à membres, îl vient ; 

a~ — b 2 ~ b 2 — a 3 + 2 c (a cos lî — b cos À); 
c’est-à-dire ; 

cr — b 2 = c(a cos B — b cos À); 

remplaçons c par la valeur (3) : 

a 2 — 6 2 = (a cos B + t cos A) (a cos B -— b cos À) 

= a 2 cos- B — b 2 cos 2 À; 

ce qui donne : 

or 1 — cos 2 B) = fr (1 — cos 2 A); 

a 2 sin 2 B = b 2 sin* A; 

■ 

et, en prenant les racines carrées : 

a sin B = 6 sin A; 

puisque si a t b , B et À sont les éléments tTun triangle, les différents 
facteurs sont positifs. C’est iu relation : 

n b 

_ - * 

sin A sin B 

on obtiendrait d’une façon analogue ; 4 • - - - 

sin A sin B 

Désignons par h la valeur commune des trois rapports; nous avons ; 
a = k sin A; b = k sin B; c = k sin C; 

remplaçons dans la relation (3) et divisons par k; elle donne : 

sin C = sin À cos B H- sin B cos À. 

c'est-à-dire ; 

sin C = sin (A -b B), 

On a donc : on bien C = A -b B, ou bien C == 2006? — (A + B)* 

On verrait, par un calcul analogue que les angles À, B, C, vérifient 
une des relations : 

B = À -b C; ou bien : B = 2ÛCJSr — (À -b C). 


Or. on ne peut pas avoir, en meme temps : 

C — À H- B; B^A + C; 
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car, en ajoutant, on aurait : 2 A — 0, A = 0, et on suppose A positif; 
il faut donc que bon ait, dans un des deux cas : 

A -b B + C = 2006?, 


127, ?i° Du groupe (III) déduire les groupes (I) et (II). 

Ecrivons le système (III) : 

( a = b cos C + c cos B: 

DI) \ b = c cos À + a cos C; 

(c ~ a cos B + 6 cos À* 

On déduit, de suite, de ces relations la première relation du 
groupe (II) en les ajoutant membres h membres, après avoir multiplié 
les deux membres de la première par a t ceux de la seconde par — f> 
et ceux de la troisième par — -c; ce qui donne : 

a 2 — b 2 — c 3 = - 2 bc cos À; 
a 2 = b 2 + c 2 — 2 bc cos A. 

11 n y a ici aucune hypothèse à faire sur ies nombres. 

Ajoutons, membres à membres, les deux premières relations, après 
avoir multiplié par a les deux membres de la première et par —- b 
ceux de la seconde; nous obtenons : 

a 2 — b~ — c (a cos lï — b cos A): 

lî 

puis, remplaçons c par su valeur donnée par 3a troisième : 

ù- — b ” — (a cos ll + îi cos A) (a cos R — b cos A) 

= a~ cos 3 B — b 2 cos 2 A: 

et tout le calcul s’achève comme nous l’avons fait pour passer du 
groupe 'If) au groupe (I). 

Remarque. — On peuL former d’autres groupes de relations dis¬ 
tinctes entre les éléments d’un triangle, soit en prenant trois relations 
dans les groupes précédents, soit en y remplaçant une ou deux d’entre 
elles par des relations équivalentes, mais ils sont moins utilisés. 
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RESOLUTION D’UN TRIANGLE QUELCONQUE 
DANS LES CAS CLASSIQUES 

128. 11 y a quatre cas classiques de résolution d’un triangle 
quelconque correspondant aux quatre cas de construction qui ont 
été étudiés en géométrie. (1 sera bon de revoir ces problèmes de 
géométrie. 

129, Premier cas, — Résoudre un triangle connaissant un côté 
et les deux angles adjacents, soit a, lï et C; les inconnues sont b , c t À 
et la surlace S du triangle, 

Sons utiliserons les relations du groupe (I) : 


sin A 


b 

sin R 


sin C 


, À H— R 


C = 20tter 


La dernière donne : A = 200s r — (R 
condition que Ton ait : B + L < 200sr. 

On a ensuite * 


et détermine A à 


b = 


n sin 11 
sin À 

a sin C 
sin À 


a sin R 

» 

sin (R 4- O 

a sin C 
sin (B+~C) 


qui donnent pour b et c des valeurs positives. Enfin : 


S = 4- bc sin A = - 

u ) y 


1 a 2 sin R sin C sin A 


sin- (B 


1 a 2 sin B sin C 

I sin (B + CT 


130. Deuxième cas, — Résoudre un triangle connaissant un 
angle et les deux côtés adjacents à cet angle, soit A, b et c . 

Les inconnues sont R, C, a et la surface S, 

Celle dernière est immédiatement donnée par : 


S = bc si ti A, 

y 


Partons encore du groupe (I); il donne, pour calculer B et C r les 
deux équations : 

sin R b 

R -f- C =1 200sr — A; . —» 

sni C c 


qui forment un système que nous avons appris h résoudre. 
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a sin A 
sin C 


S = 


f/6 siu C. 


Ci 
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133. Discussion, — Pour que l'équation (1) détermine un angle R, 
il faut et il suffit que Ton ait : 

i> sin A * * - 

-- <1 b sin A < a. 

a 

Dans le cas où —— = 1, on a : B = 100s^; le triangle est 

a 

rectangle en B, le problème a été traité précédemment* Supposons 
donc : 

a 

b sin À <1 a r 

L'équation (1) détermine deux angles supplémentaires, Lun B' aigu, 
l'autre l Y' = 20ÛS r — IV obtus. I) faut alors que Y équation (2) donne 
pour C un angle positif, Nous sommes conduits à distinguer deux cas, 

i û L'angle A est aigu . — Alors, 2008* — à est obtus, et F angle 11' 
convient; Légalité (3) détermine pour c une valeur positive. 

Pour que l’angle B" donne une solution, iî faut que l’on ait : 

B" < 200st — A; ou : A < 200 ?r _ B"; 

et comme les deux angles A et 200" r — B" sont aigus : 

sin A < sin B"; 



Si 6 < <ï t il a une seule solution, que À soit aigu, droit, ou obtus. 

Si a < 6, il a deux solutions si A est aigu; aucune, si À est obtus 
ou droit. 

Trigonométrie» — (IL). * J 
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134. Quatrième cas. — Résoudre un triangle connaissant les 

trois côtés a , b f c. Les inconnues sont les angles et la surface, 

A 

Nous utiliserons le groupe (U) et calculerons tg - ; les tangentes 

des deux autres angles s'en déduiront par permutation circulaire, La 
relation ; 

a 2 = b 2 + e" — 2 bc çqs A 


donne : 


cos À = 


6 2 H- c* — a : 
2 6c ' 


Nous déduisons de 


i — eos A = 2 sîrr - = 


a 2 — b 2 — c 2 + 2 6c 

26^ 


(g -f~ 6 


c) (a — 6 
"26c 


■ (6 — c} ! 
2 6c 


L + cos A = 2 cos 1 


b 2 + c 2 -— a 2 + 2 6c 
2 6c 

(6+c + a)(5 + c- 
26c" 


(6 + c ) 2 - 

2 bc 


Désignons par 2 p le périmètre du triangle : 


« + t + c = 2p; 


nous avons : 


6 + e — g — a + b + c — 2 g = 2 (p — a); 


de même : 


a + c — 6 ~ 2 (p — 6); 


et : a + b — e = % {p — c); 

et en portant dans les deux valeurs écrites plus haut 


2 si „» A = * <P - *) <P 

2 2 6c 


A 

2 co$~ — 

9 


4 p (p — a) 
2 bc 


cl en divisant membres à membres : 


tg® v = 


6) (p — c) 


P (P 
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et comme tg —est positive : 


S 2 ~ M p (p — a) 

Par permutations : 

„ B „ l lp — c)(p — a) . (ir <■ _ j (p —a) (p — f>) 

“ 2 '■ V p(p — b) ’ r 2 V p(p — O ' 

Pour que ces valeurs soient acceptables, il faut et il suffit que l'on 


tg T “ 


— a) (p —n>> 

p (p — c) 


p(p — a) (p — b) (p — c) > 0; 


c’est-à-dire : 


(6 -+- c —- a) (a + c — b) (a 4- b — c) > 0. 

Or, deux des facteurs ne peuvent pas être négatifs en même temps, 
car si l’on avait : 

b 4- c — a < O; 

o + c-KO; 

on en déduirait par addition : 

2 c < ü; 

ce qui est impossible. Donc, la condition sera remplie si les trois 
facteurs sont positifs, ce qui donne : 

a < b + c; b < c 4- a; c < a + t. 

C’est la condition d’existence du triangle que l’on a trouvée en 
géométrie. 

Les trois angles A, B, C sont alors positifs et inférieurs à 200«r ; 
c’est la condition pour que le groupe (II) détermine un triangle et 
un seul. 


La surface S du triangle est donnée par ■ 


S — — bc sin A. 
’? 


Des relations (1) on tire 


A À 

i sin 2 ~ cos 2 V = s in 2 2 A 
z 9 

-H iM 


et. r 


/, _ 

sin 2 a — — v A n(P 
6c 

s - v ; p (p — a) 


_4 p (p — a) (p — b) (p 

bV 

— ~à')~(p^-~b) (p — c); 

(P — i») (P — o). 
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On peut donner aux valeurs obtenues pour les tangentes des demi 
angles du triangle d'autres formes très utiles- 


Posons 


nous aurons : 


(p — a) (p — h) (p — c) 

P 




o) (p — b) {p — c) 
p(p — «) 2 


d'où : 


4 =p 


F B r 

—, p».: Ig J=~Z 


(p — a)‘ 


' T tg Ü *” « _ 


Il n'est pas difficile de voir que r est le rayon du cercle inscrit 
dans le triangle. On a vu, en géométrie, que si P est le point de 
contact du cercle inscrit avec le côté AB, on a : 

AP = p — a, 

\ 

ytv Si 1 est le centre du cercle, îe 

triangle API, rectangle en P, 
F/ \ \\ donne : 



te — 
° 9 


ip 

Al’ 


p — a 


Fia. 35. 


51 “ -\j 


r étant le rayon, ce qui établit la 
1 proposition. L’expression de la sur¬ 
face s’écrit : 


JrTf> — n) (p — 6) (p — c) 


=py 


a) (p — fa) (p — c) 
P 


pr; 


et nous retrouvons une formule établie en géométrie. 

Si on se rappelle que la distance du sommet À au point de contact 
du cercle exinscrit dans l’angle A et du côté AB est égal à p, on voit 
de la même façon que plus haut que : 


A f Br" C r" 

tg — = — ; de même : Ig -r? = —, tg — = — 

2 ■ V 2 v 2 p 


r\ r\ r'" étant les rayons des trois cercles exinscrits dans les angles 
A, B, C; on a aussi : 


a)/ — (p — b)r" — (p — c)r"'\ 


qui donnent les valeurs des rayons r\ r", r"\ en fonction des côtés. 
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Enfin, Ig rayon R du cercle circonscrit est donné par : 


R = 


R = 


abc 

Ts 

abc 


4 V / P (p — ®) (p — b) (p — c) 


Nous allons, dans ce qui va suivre, trouver d’autres expressions 
de ces différents rayons. 


CALCUL DE QUELQUES ELEMENTS D’UN TRIANGLE 
EN FONCTION DES COTES ET DES ANGLES 


135. Cercle circonscrit . — Nous savons que son rayon R est donné 
par : 

a h c 


K = 


2 sîn À 


2 s in B 


2 s In C 


136* Rayon du cercle inscrit, — Soit T le point de contact du 
cercle inscrit I et du côté RO, les triangles rectangles RIT et OIT 
donnent : 

R C 4 

BT = r cotg — TC = r cotg — , yA 


et en ajoutant : 


/ P C\ 

a — r ( cotg - -h cotg — J 


ce qui s'écrit encore : 


Fig, 3G, 


et 1 on a : 


B C 

COS — ('OS — 

1 t 

__JL „L __JL 

R C 

sîn — sm — 
) *> 


a sm 


. B C 

r sin ——— 
2 

. b . t: 

s m — sm — 

9 9 


C 

sm — 
2 


r uos - — 

~ “B “C 

sm - sîn - 


A 

COS — 

9 



137* Rayons des cercles exinserits . — Calculons le rayon / du 
cercle exinscrît dans F angle A, 

Soit T le point de contact de ce cercle avec le côté BC et Y le centre 


A On a ; 




On pourrait aussi calculer r" et /" en fonction de a et des angles, 
en remplaçant b et c respectivement par : 

a sin B cl sin C 

gin À sin A 


138, Calcul des bissectrices intérieures . — Cherchons une relation 
entre la bissectrice intérieure de F angle À» les côtés b, c et Fangle À t 
en appliquant la méthode que nous avons indiquée plus haut* 
Désignons par u 3a longueur de cette bissectrice ÀD et égalons deux 
expressions de la surface S du triangle* 


APPLICATION DE LA TRIGONOMÉTRIE AUX TRIANGLES 


107 


Cette surface est la somme des surfaces 
des deux triangles BDAet CDA ; 

1 . A 1 t , A 

s = 2 ac sm 9 + 2 ° b Sm 2 * 
et on a aussi ; 


S = — bc sin A 

'*> 


donc : 

t A i 

~ a(b + c)sm -s = bc sin A 

1 A 

et en divisant par — sin --- : 

2 2 



D 

FlG, 


1 „ , . A1 A 
T S oc sin ^ cos t' 


d/où 


a (6 -+- c) = 2 bc cos — ; 

A 

2 6c cos — 

2 

a = — - -v 

b -4- c 


On trouverait, de même, pour les bissectrices intérieures des angles 
B et C : 

B C 

2 ac cos — 2 a b cos — 

q = _ _1 _i; 

c -r- a f ' a + b 


Si Fou voulait a en fonction du côté a et des angles, il suffît de 
remplacer b et c par leurs valeurs : 


b = 


a sin B 

sin A 


6 = 


a siü C 

s 

sin A 


on obtient 


2 a- sin B sin C cos 


a sin B sin C 


a(sîn B -H sîn C) sin À 


(sin B + sin C) sin ^ 


que l'on peut mettre sons une autre forme en transformant 
sin R -h sin C en produit : 


(sin B + sin C) sin ^ — 2 sin — 


B — C 


—— cos-- 

S> ') 


sin — — 
■> 


^ A B — ü . A 
2 cos y cos -|- 5111 2 ' 
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et Ton a 


fi ci y par permutations 


a sin B sin C 

B — C 

sin À cos- - - - 

2 


139. Calcul des bissectrices extérieures . — Supposons c > b et, 

par suite, C !> B, on écrit que si 
\- AD' est la bissectrice extérieure de 

c 3'angle À, la surface du triangle est 

h/ \ la différence des surfaces des deux 

/ -y triangles BAD' et CAD'; on a, en 

C \y désignant par a îa longueur de la 

Fig. m, bissectrice : 


1 , . (* A\ 

2 ttC sm (7 ■+" J ) 


V\ 1 n < 1* A 

--- a b sm — — 

0 / ’> \ ) 0 


— hc sin A ; 

;v 


d'où : 


a (c -— b) cos fcc sin A; 


2 bc siu 


les deux autres bissectrices extérieures se calculent d’une façon 
analogue* 


140. Calcul des hauteurs . — Soit h a la hauteur relative au côté BC; 
en égalant deux valeurs de la surface du triangle, nous obtenons : 


(.ïh a — bc sin À; 


d’où 1 


h = ■ 

■ * jj 


bc sin A 


Si Ton veut fc a en fonction du côté a et des angles, il suffit de 
remplacer b et c par leurs valeurs ; 


fc = 


a sin B 
sin À 


c = 


a sin C 
sin A 


Il vient, après réductions immédiates : 

T a sin B sin C 

ll a —— — T" T 

sin A 


, . -, h sin C sin À T c sin À sin B 

de même : h b = - : — f h c = - ; — - 

sin B sm C 
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141. Calcul des médianes. — SoiL AM = m a la médiane relative 
au côté LîC; prolongeons AM d'une longueur \ 

MD — AM, le triangle A BD a pour côtés c, b xA 

et 2 m fll et pour angle en B : B + C, el donne ; j \ 

4 m a 2 — b 2 + c 2 — 2 bc cos (R H- (1); J \ 

= b 2 c 2 -t- 2 bc cos A. ^ YjS 7\\ / C 


Si 1 on voulait calculer m a en fonction des 
angles et du côté a seulement, on remplace¬ 
rait fc et c par leurs valeurs écrites phis haut : 


!> Fig. 10. 


4 m a 2 = 


or (sin- B H- 


sin 2 C + 2 sin B sin C cos À) 
sin 2 À 


EXERCICES 


101. Démontrer que les angles d’un triangle vérifient tes relations: 
eos A — cos B cos C cds B — cos C cos A cos C — cos \ cos B 

çj-pj | ^ ^ | J | p O . H P O 1 . I A i h S \ ! ■ ■■ D 


sin C si ti A 


sin A sin B 


IQEL Démontrer que dans tout triangle on a ; 

(6 2 — c 2 ) Cûâ A — il") cos B fa 2 — b 2 ) cas C 

i + 


103. Démontrer que dans un triangle de périmètre 2 p les côtés sont donnés 
par. tes formules : 


a = 


A 

/' >" 1 % 


DOS — COS - 7 : 




H 

p 7 

COS "T COS 


C — 


c 

P ai 11 7 
A ù 

COS ~T COS — 


104. Démontrer que les hauteurs <Tun triangle sont doutées en fonction du 
périmètre - p et.des angles par les formules : 

AC C A A fî 

>p sin 7 sin 7 2p ain 7 sin 7 2p sïn 7 sin 7 


K = 


K = 


105. Démontrer In relation r 

, . A R C 

& - p- tg - Ig — tg — 

b étant la surface et p !e de mi-périmètre d'un triangle ABC. 
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106, Démontrer que dans ua triangle quelconque le 
circonscrit a pour valeur : 

P 

R — - —--—, 

A B C 

i COS COS” COB " 


rayon II du cercle 


107. Démontrer que la surface S d K un triangle est donnée en fonction des 
angles et du rayon R du cercle circonscrit par la formule : 

S — 2 R 2 sin A , sin B . s.in C. 

108. Démontrer que dans un triangle quelconque le rayon r du cercle inscrit 
et le rayon R du cercle circonscrit vérifient la relation : 

, _ „ A . B C 
>■ = 4 lt sin-^ sin y sin —• 

109. Soit h a la hauteur issue du sommet À d’un triangle ABC, r le rayon du 
cercle inscrit; démontrer ïa formule ■ 

, . A 

K su» 




t COS — COS 


110. Démontrer que les rayons r\ r", des cercles exinscrîLs, dans les 
angles A T B, C 3 d'un triangle ABC, sont donnés en fonction des angles el du 
rayon r du cercle inscrit par les formules r 

b r ^ i ’ B \ 

r' - r coig — eolg —, r" = r cols colg T* r "' = r « ot * T cot ë T* 


111. Démoatrer les relations : 


'*« «a T 


, B 

H COS — 


r — 


B , C . . C A 

2 sut — sin — 2 sin — cos — 

'> ■) “j 9 


. c 

*. cDs -j 


a . B A 

2 sin — cos — 

-> -ij 


r' étant le rayon du cercle exinscrit dans l'angle A d'un triangle ABC. h a , h tii h c , 
ies hauteurs issues des sommets A. B, C. 

112. Soi! ABC un triangle dans lequel on suppose l'angle B plus grand que 
l’angle C t M l'angle aigu que fait la médiane AM avec 1c coté a , démontrer 
la relalïon : 

2 colg M = cotg C — cotg B* 

113. Démontrer que si dans un triangle on a: 

sin B 


= 2 cos A, 


le triangle est isocèle. 


114. Démontrer que si, dans un triangle, on a 

tg B __ sin 2 B 
tg~C “ sînMÏ 1 


le triangle est rectangle ou isocèle. 


APPLICATION DE la TRIGONOMÉTRIE àLX TRIANGLES 

115. Demi m [ rc r que si dans un triangle on a : 

2 sin A sin R C 


m 


le triangle es! isocèle, 


116. Démontrer que pi, dans un triangle, on a: 

sin B -h sin C 

sin A —-—. 

cos B -f cos C 

le triangle est rectangle en A. 

117, Démontrer que si Bangle A d’un triangle vaut 120°, les côtés vérifient 
lu relation : 

b ( a 2 — h 2 ) ~ c £ a 2 — c 2 ). 

118 Démontrer que si les angles d’un triangle vérifient la relation : 

! 

cos À cos B cos C = -r-, 

Î3 

le triangle est équilatéral. 

119. Dans un triangle ABC, Borthocentre 11 est au tiers de la hauteur AA' 
issue île A à partir du côté RC. Démontrer les rcîalions : 

tg lï - tg C = 3: 2 tg A = tg B + tg C; cos (B — C) = 2 cos À, 

120. Dans un triangle ARC. la médiane AM est égale au côté AB, Démontrer 
les reliions 

Ig R = 3 tg C; 2 sîn (B — C) = sin A. 

121. Démontrer que si, dans un triangle, on a: 


C R 

(P — b) cotg = P tg — 


le triangle est isocèle. 


122. Démontrer que si, dans un triangle, on a : 

A -f- R 

a tg A H- b tg B = (a + b) tg --— ( 

le triangle est isocèle. 

123. Démontrer que si, dans un triangle, on a : 


ft B + c3 _ # 

h 4- c — u 


- = fl* 


avec ; 


sin B sin C = 


le Irmûaîe est équilatéral, 

i 


124, Démontrer que T dans un triangle ABC, rectangle en A, on a: 

c cos 2 B -h & sin 2 B = c* 


i 


CHAPITRE X 


RÉSOLUTION DE TRIANGLES DANS DES CAS 

NON CLASSIQUES 


142. Les cas non classiques de résolution de triangles sont ceux 
où I on donne d'autres grandeurs que des côtés ou des angles; en 
général, un triangle est déterminé dès que l’on donne trois quantités 
indépendantes dont une au moins est une longueur. 

Pour résoudre le triangle, on exprimera chacune des données en 
Ionction des éléments du triangle et, en adjoignant aux relations 
obtenues trois des relations des groupes (I) ou (II) convenablement 
choisies, on obtiendra un nombre suffisant d’équations pour calculer 
les éléments inconnus. 

11 y a, le plus souvent, avantage à commencer par le calcul des 
angles, car, s’ils sont connus, les côtés se calculent facilement, S’il 
arrive que deux angles entrent symétriquement dans les équations 
obtenues, il y a avantage à déterminer leur somme et leur différence; 
si le troisième angle joue un rôle particulier, il est commode de le 
déterminer d’abord, puis de calculer la somme et la différence des 
deux autres. 

On peut, aussi, commencer par le calcul des côtés; on est alors 
conduit à un problème d'algèbre où peuvent entrer des calculs trigo- 
nométriques quand des angles font partie des données; la résolution 
est souvent moins rapide que si on commençait par calculer les angles. 

Xous allons traiter quelques exemples simples pour éclairer ces 
généralités. 

t 143. Problème. — Résoudre un triangle connaissant un côté n. 
ïangle opposé A et la somme 6 -J- e — I des deux autres côtés . 

Nous connaissons la somme : • 

R 4- G = 200sr - A. 

Calculons la différence B — C; les relations des sinus donnent : 
«_ ï> c 6-t-c l 
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trigonométrie 


el, t.*i remplaçant eos a par sa valeur ; 

Z . A , A / 

— sm —- > sin — ; 
a z 2 

l >> a , 

condition géométrique d'existence du triangle; ainsi, on doit avoir 

_ . À 

i sm ~ } < a < l; 

* 

les côtés b et c sont alors positifs. 


144. Problème. — Résoudre un triangle connaissant 2’angie A, 
ia bauteur h a et la bissectrice a issues du so mme t A. 


Soit AA' et AD la hauteur et la bissectrice issues du sommet A du 
triangle ABC. 

Les triangles ABD et ACD donnenl : 



D A' 


Fig + 41 


et, eu ajoutant : 


BD 

. A 
sm —■ 
2 


PC 

sin B ’ . A 

sin « 


* ri ? 

sm f. 


d'où 


a sin 


RD 


sin B 


■; DG = 


a sm — - 
2 

sin C ; 


BD -h DC — a = a sin 


in B -j- sin G) 
sin B sin C 


a sin B sin C = 


a sm 


B + sin C); 


on h ensuite : 


b sin C 


et eu adjoignant à ces deux égalités les relations du groupe (I) 


sin A 


b 

sin Iî 


■ i-, î 

sin C 


A + B + C = 

Dïous obtenons un système de cinq 
pour calculer B, C, <i, b, c. 


équations à cinq inconnues 
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Commençons par le calcul des angles B et C. Divisons membres 
à membres les égalités (1) et (2) : 


a sin B sin C 
h sin C 


—— sin ~ (sin B -f- sin C) 

fl, T ^ 


sin A 
sin B 


2 sin ■— cos - 
2 l 

sin B 


sin B + sin C = 


B H- C K — C _ A B — C 
2 sin —-cos —-— — 2 cos — cos —-— 

9 9 *> 9 


en remplaçant, on obtient : 


A A 


2 sin “ eos — sin B sin C 
z 2 


sin B sin C 


a .A A B — C 
2 y s m _ c o s - y co s y— 


et, en réduisant 




B — C 
2 


B —C 


cos 


Remarquons qu'on aurait pu écrire, de suite, cette équation, si on 
avait su que l'angle de la hauteur et de la bissectrice est égal à 
R _ r 

——-— - (Voir Géométrie de Seconde, exercice 12), 

Déterminons un angle ç>, tel que : 

» r i *\ 

COS 3' = —7 (O) 

« 

comme nous pouvons toujours supposer B > C, nous aurons : 

lï — C 


qui, avec : 


détermine B et C : 


B = tOOsr — — -î- ç», 

2 


— 100P r — ^- 


15 et C étant, connus, les côtés seront donnés par ; 
h„ h n b sin A 


b = 


sin C 


sïn R 


sin R 


sin A 

1 v + \ i J 

sin B sm C 
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Discussion. — 1/équation (B) déterminera l’angle y à condition 
que Ion ait : 

h a < a; 

L angle B donné par (6) est positif et inférieur à 200ë r ; G sera 
positif si : 

\ 

w < 100s? — — » 

' y * 


c'est-à-dire: 


cos <p >> sin — 

* y 


ou : 


> sin - ; 

V 


a sin 


a ^ ^n* 


Ces conditions remplies, les égalités (6) donneront pour a, h , c, des 
valeurs positives. 

En résumé, pour que le triangle existe, il faut'que Ton ait : 

A 

u sin — < h a < 


145* Problème* — Résoudre un triangle connaissant un côté a, 
la somme b 4- c = l, des deux autres côtés, et la hauteur h a relative 
au côté a . 

L’angle A jouant un rôle particulier en raison des données, nous 
commencerons par le calculer. Une formule établie dans le quatrième 
cas de résolution donne : 

A r 

te ™ = --« 


Or, on a, par hypothèse : 


2 p = a + G p = 


1 — a 


puis ; 


ah a =2 pr = (a + f)r; 

r = _ a ^ !l ■ 

/ + o ' 

A 2 ah a 

2 (l H- h) (i —— fl) 


donc : 


qui détermine “à condition que Ion ait : l > a. 

Connaissant langle A, on est ramené au premier problème traiïé 
comme exemple; résoudre un triangle connaissant A, a et b -h c — t 
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146. Problème. — Résoudre un triangle rectangle connaissant 
le périmètre 2p s et la hauteur h relative à Fhypoténuse. 

Les relations entre les côtés ct les angles d'un triangle rectangle 
donnent : 

h h b c h 


b = 


sin C 


sin B 


sin B . sin C 


Commençons par ie calcul des angles. Ajoutons,, membres à mem¬ 
bres, les trois égaillés; nous obtenons : 


2p 


= * ( 


d’oii 


. sin B sin C 
sin B -h sin C + 1 
sin lî sin C 


L_ + _!_ |; 

n C sin B sin C / 


2 p 


L’angle À étant droit, nous pouvons écrire, d’après une relation 
vonnue : 

A B C 

sin B -h sin C + 1 = sin B -i- sin G + sin A = 4 cos - cos - cos - ; 

2 2 2 

d’autre part : 

. t, . _ . . B . C B 'C 

sm B sin C = 4 sin — sm — cos — eos — ; 

2 2 2 12 

en remplaçant dans (1), pt en réduisant, il reste : 

A 

cos — 

2 p 

. R . C ~ F 

2 sin sm — 

y y 

* » 

Le dénominateur du premier membre peut s'écrire : 


B — C B h- C B 

cos -- -— COS — T — = cos — 


G . A 
--sm 


B _ Q 

et. Ton a, pour calculer -—— J , L équation : 

ù 


oos — 

y 


COS 


B — C 


sin 


d’où I on tire, en observant que eos — = sjn — = 

2 9 

JL. " « 


C(»S 


B — C 


p) </2 


2 p 
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Soit « l'angle aigu défini par : 


cos a 


p) </2 . 


* P 


B et C sont déterminés par les deux 


B —C 


qui donnent : B = 50@r 


x équations : 

= S05T. 


C = SOS* — a. 


Les côtés sont ensuite donnés par les trois égalités du début 
Discussion. — Pour que T angle a existe, il faut que l 'on ait ■ 


(h —f— p) y Ü 


-p 


ce qui s écrit : 


h < p (2 - 

fi < p C 


< t ; 

- i). 


Il n’y a pas d’autres conditions. En effet, la somme des deux 
angles B et C est égale à 100 grades, l’angle B est évidemment positif 
et il en est de même de l’angle C, puisque l’égalité (2) montre que 
l’angle a esl plus petit que 50 grades; d’ailleurs, les valeurs des trois 
côtés sont positives : le triangle peu! donc toujours être construit. 


147. Quadrilatère convexe inscriptible. 

A la résolution des triangles se rattache le calcul des éléments d’un 
quadrilatère convexe inscriptible dont on donne les quatre côtés. 

. Soit ABCD un quadrilatère convexe inscrit dans 

1111 ccrc ^ e de rayon R; a, b, c, d, les longueurs 
des côtés consécutifs AB, BC, CB, DA; .r et. y les 
/ ,Ati \w\ longueurs des diagonales AC et BD, 2 p le péri- 

U ©W Y mètre : 


2 p — g —p b —P- c ~P d. 


v n 


Proposons-nous de calculer les angles A, B, 
Fig, 42 . C, D, du quadrilatère. 

Ecrivons le carré de la diagonale AC dans les deux triangles ABC 
et ADC : 

x~ = a- -P b 2 — 2aE> cos B; 


ar “ c 2 + d 2 -— tcd cos 1) = c“ -P d 2 -P 2 cd cas B: 
puisque les deux angles B et D sont supplémentaires 
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En égalant les 
cos IP réquation ; 


deux valeurs de x 2 \ nous obtenons, pour calculer 


(r -p- b 2 —« 2 ab cos B = c 2 -p d 2 -P 2 cd cos B; 


qui donne ; 


(r -p b 2 — c 2 — d 2 

cos B =- - - - - 

2 (ah H- cd) 


Pour avoir une formule calculable par logarithmes, opérons comme 
dans le quatrième cas de résolution des triangles. 


Formons : 


1 — co ® B = 


2 ab -P 2 cd ~ a~ — b 2 -t- c 2 -P d~ 

2 (ab + cd) 

(c H- d) 2 — (a — b) 2 
2 (ab ~p cd) 


c’est-à-dire : 


cos B = 


d -P a — b) (c H- d — a -P b) 
2 (a6 -p cd) 


De même ; 


1 —p cos B -—- 


a- + V — c 2 — d* -p tab + 2 cd 


c’est-à-dire 


t + cos B = 


2 (ab -p cd) 

(a + b) % — (c — d)- 3 

2 (ah H- cd) * . *■ 

(o -t- h -p c -— d ) (a “p 6 — c —p 

2 (ab + cd) 


c -P d — a = 


A. “p c —p d 
a -P b H- d 


a —P b —p c “p d 
2(p — b); 

2(p — û); 

2(p — d),. 


— 2a = 2p — 2fl = 2(p 


a + fr -p c — d = 


Les relations (1) et (2) s’écrivent alors : 


_ , „ B 4 (p ~ a) (p — 6) A 

2 sin 2 v = —-- , . f s .—- ; 2 c 

2 2 (ab -p cd) 

d'où, en divisant membres à membres : 


2 cos 2 — = 


4 (p — c) (p — d ] æ 

2 (ab + cd) 
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Si l’on observe que les côtés a et 6 qui entrent au numérateur 
sont ceux qui comprennent l'angle B, on trouvera de la même façon : 

t «. A = (P - «) (P ~à) (4) 

& 2 (p — b) (p — c) 

Les deux relations (3) et (4) déterminent les angles B et A, et, par 
suite, leurs suppléments C et D. 

Pour que le calcul soit possible, il faut et il suffit que les deux 
seconds membres soient positifs, c’est-à-dire que 1 on ait : 

(p — a) (p — b) (p — c) (p — d) > 0, 

Si le côté d par exemple est le plus grand côté, les trois facteurs 
p — p — b f p — c , sont positifs, et la seule condition de possibilité 


est : 


ce qui peut s écrire : 


p — d > 0; 


d < a 4 - b + c 


le plus grand côté doit être inférieur à la somme des trois autres 


Calcul des diagonales. 

Nous avons obtenu ; 

, X 2 = a 2 4- b 2 — tab cos B. 
Remplaçons cos B par sa valeur; il vient : 


x~ — a 


b 2 — 2 ab 


_g . I ■* 

a- -+- b~ — C' — 


1 2 (ab + cd) 

(a 2 -h h 2 )cd 4- (c 3 + æ )ab w 
ab 4- cd 


ce qui peut s écrire : 


(ac 4- bd) (ad 4- bc) 
ab 4- cd 


De même : 


(a b 


■ cd)(ac - 
ud 4- bc 


bd i 


On déduit de ces valeurs les deux théorèmes de Ptolémée, relatifs 
au quadrilatère inscriptible convexe. 

En faisant le produit : 

x'y 2 ~ (ac 4- hd) 2 ; 

m 

xy — ac -\r- bd: 
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et en faisant le quotient, : 

x~ (ad 4 - bc) 2 

y~ (ab 4- cd)- 

x ad -T- bc 

■“ -■ ^_ a 
y ab 4- cd 

Dans un quadrilatère convexe inscriptible, le produit des diago¬ 
nales est égal à ia somme des produits des côtés opposés; 

Le rapport des diagonales est égal au rapport de la somme des 
produits des côtés qui aboutissent à leurs extrémités , 
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Remarquons que si, dans toutes les formules précédemment éta¬ 
blies ou fait d = O, ou retrouve les formules relatives au triangle 
de côtés a, b „ c, 

Angle des diagonales. — Soit 0 l’angle des diagonales; la surface 
du quadrilatère est la somme des surfaces des quatre triangles ayant 
pour sommet commun le point rie rencontre O des diagonales. 

On a donc : 

2 S = (OA.OB 4- OA.01) + QB.OC + OC.OD) sin 0 
= (OA + OC) (OB -h OD) sin 0 = xij sin B; 

i f où : sin B =- -—n* 

ûc bd 


EXERCICES 


125- Résoudre un triangle rectangle connaissant l'hypoténuse a et la somme 
b + ç des côtés de l'angle droit. 

126. Résoudre un triangle rectangle connaissant le périmètre 2 p et le 

rayon R du cercle circonscrit* 

127. Résoudre un Iriungle rectangle connaissant le périmètre 2p et un 

angle aigu B* 

128. Résoudre un triangle rectangle connaissant un angle aigu B et la 

différence 0 — c = d des deux eûtes de l’angle droit, 

129. Résoudre un triangle rectangle connaissant le périmètre 2p et la 

haulcur h. 

130. Résoudre un triangle rectangle connaissant l'hypoténuse a et le rayon r 
du cercle inscrit. 

131. Résoudre nu triangle rectangle connaissant le rayon r du cercle inscrit 
cl Tangle aigu R* 

132. Résoudre un triangle rectangle connaissant Ee rayon r du cercle inscrit 

t) 

et le rapport — — k des cotés de l'angle droit.. 

133. R ésoudre un triangle rectangle connaissant tes rayons R et r des cercles 
circonscrit et inscrit. 

134. Résoudre un Iriûngle rectangle connaissant un coté de l'angle droit b, 
et la différence a — c = 4 entre l’hypoténuse et l'autre côté. 

135. Résoudre un triangle connaissant ses angles A, B, C, et le rayon r du 
cercle inscrit. 
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136. Résoudre un triangle connaissant les angles et le périmètre, 

137. Résoudre un triangle connaissant les angles cl. ïe rayon R du cercle 
circonscrit, 

138. Résoudre un triangle connaissant les angles el la surface S. 

139. Résoudre un triangle connaissant les angles et la somme i 

<i2 + ù 2 + c* = P 

des carrés des trois côtés. 

140. Résoudre un triangle connaissant un angle 4, le côté opposé a et la 
bissectrice a de cel angle A. 


141. Résoudre un triangle connaissant un côté b, l'angle adjacent A, sachant 
m outre que les longueurs des bissectrices intérieure el extérieure de cet angle 
sont égales. 


142. Résoudre un triangle connaissant le côte 

h h 

— — K, des hauteurs issues des sommets B et 
h c 


a, Rang Je À et le rapport 

C + 


143. Résoudre un triangle connaissant l'angle A s le côté a et la somme 
ô 2 4- = K 2 , dos carrés des deux autres côtés. 


144, Résoudre un triangle connaissant l’angle A, le côté b et lu somme 
a + c = l , des deux autres côtés* 


145* Résoudre uu triangle connaissant un eùié a, le rayon r du ccnsle 

inscrit et la somme h 4e — L des deux autres eôlés. 

146, Résoudre un triangle connaissant Je cûté a, le rayon r du cercle 

inscrit ci la différence b — c = L des deux autres eûtes, 

r ' : Ép 

147, Résoudre un triangle connaissant un côté a, le périmètre 2p et lu 

surface S, 

» 

r 

148, Résoudre un triangle connaissant le côté a, la hauteur h a et le rayon r 
du cercle inscrit. 


149, Résoudre un triangle isocèle, connaissant les rayons r et r' du cercle 
inscrit et du cercle exinscrit tangent à la base. 

150. Résoudre un triangle, connaissant deux eûtes a et b et sachant que 
Rangle A est double de Fangle R, 


CHAPITRE XI 


DÉRIVÉES DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 

FONCTIONS PRIMITIVES 

m 

» 


DERIVEES 

148. Nous savons que la dérivée d'une fonction {(x) définie dans 
un intervalle est la limite, si elle existe, du rapport : 

f(x 4 - h) — f(x) 
h 

quand h tend vers 0 f x étant une valeur de la variable prise dans 
l'intervalle considéré, et h un accroissement donné h x, 

Le calcul des dérivées des fonctions circulaires repose sur une 
proposition que nous avons établie déjà en Seconde et que nous 
allons reprendre. 


149. Si x est la mesure d’un arc en radians, le rapport 
a pour limite î t lorsque x tend vers zéro , 


x 

sin x 




Soit M F extrémité de l’arc x t que nous sup- 
T posons d'abord positif, P la projection de M 
sur Taxe des cosinus, T le point de rencontre 
du rayon OM et de Taxe des tangentes; joi¬ 
gnons AM; si l'on considère le triangle OMÂ, 
Y le secteur circulaire OMA et le triangle OAT t 
chacun d'eux est intérieur au suivant et, par 
suite, leurs surfaces sont rangées dans l’ordre 
de grandeur où on les rencontre. Les doubles 
de ces surfaces ont respectivement pour 


Fie. 43. 


mesures : 


OA X PM = sin x: arc AM X OA = x ; 


AT x OA = tg x = 


sin x 

COS X J 


DERIVEES DES FONCTIONS CIRCULAIRES 


et Ton a 


sin x < x < 


sin x 
cos x 


d'où l’on déduit, sin x étant positif : 

x 1 

1 < __ < — 
SJ II x COS Æ 


quand x tend vers 0, cos x et, par suite -- tend vers L et le 

cos X 


rapport : 


sin x 


qui est toujours compris entre t et un nombre qui tend vers 1, a 
nécessairement 1 pour limite. 

Supposons maintenant que x tende vers 0 par valeurs négatives 
et soif x' sa valeur absolue. On a : 


x = — xf ; 


sin x = — sin x'; 


et ; 


sm x 


sin x 


d'après ce qui précède, le second membre a pour limite 1; 
est de même du premier. 


Fe rapport : 


SII1 x 


inverse du précédent a aussi 1 pour limite quand x tend vers zéro. 


150. Remarque. — Lu démonstration suppose les arcs mesurés 
en radians. S’il ndm est pus ainsi la limite du rapport n est plus 
égale à 1. Supposons, par exemple, qu’un arc a mesuré en grades 
tende vers zéro; soil x sa mesure en radians, on a : 


200 .r 


sm a — sm x; 


et : 


sm a 


sm :c 


quand a tend vers 0, x tend vers 0, et—-a pour limite 1; donc 

sm x 

a r 200 

—r—- a pour limite -* 

sin a 7t 

J 8( ) 

La limite serait ——si l’arc a était mesuré en degrés. 
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151, Conséquences. — Chacun des rapports : 


sm px 
sin qx 


sin px 
tg qx 


tg px 

tg qx 


i* ■ P 

a pour limite — quand x fend vers 0, car on peut les écrire : 


sin px p 

sin qx q 


sj ri px 
px 

sin qx 
qx 

tg px _ £ 

tg qx p 


sin px _ p 

tg qx ~~ q 


si h. px 
px 

sin qx 
qx 


cos qx t 


sin px sin qx 
px qx 

limites — . 

9 


sm px 
px 

sin qx 
qx 


cos qx 
cos px 


cos px t cos qx tendant vers 1, les rapports ont pour 


Dérivée de sin x. 

152. La fonction y = sin x est définie pour toutes les valeurs 
de x ; donnons à la variable une valeur x , et un accroissement h, 
et cherchons la limite du rapport : 

sîn (x + h) — sin x 
~ h 

quand h tend vers 0, En transformant le numérateur en produit, ce 
rapport, s'écrit : 


> - h l h \ 

2 bu - cos ( x + ¥ ) 

Ab ,p_ 


sm 


/ h \ 
cos I æ + ™ L 


Quand h tend vers 0, le rapport 


a pour limite 1; 


/ h\ 2 

cos i x + — j a pour limite cos x; doue : 

\ * / 

sin (x -j- h) — sin x 

* h 

a pour limite eos x * 

Ainsi. 1a dérivée de y = sin x est y — cos x . 
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Dérivée de cos x. 


153. Le calcul est analogue au précédent. La fonction y = cos x 
est détixiie pour toutes les valeurs de x, et Ton a, en donnant à x deux 
valeurs voisines x et x H- h : 


cos (x + K) — cos x 

~ h 


_ . h . / h \ 

2sm — sin x -h — ) 


sm — 

9 


sin ( z + } P) 


et quand h tend vers Ü s le rapport a pour limite — sin x . 

La dérivée de y = cos x est y' = — sin x. 

154. Remarque* — On peut déduire cc résultat du théorème de? 
fonctions de fonctions, en écrivant : 


= cos x = sin f “ — x j 


Si l'on pose : u — -- — x, y = /(u), ce théorème donne : 

■I 


/ _ v 

yx = f« (m) X «/ = cos — xjx — l = ~si 


sin x * 


Dérivée de tg x* 


155* La fonction y = tg x est définie, sauf pour x = — H- kn. 

Donnons à x deux valeurs voisines dans un intervalle ne contenant 
pas une des valeurs exceptionnelles; on a : 

tg (x -h h) — tg x _ sin h _ _ 

h h cos x cos (x H- K) 


sîn h 


cos X cos (x 


quand h tend vers 0, le rapport a pour limite 


cos- x 


La dérivée de y - = tg x est y = 


COS“ x 


On peut aussi récrire : 


rj 1 -h tg" x. 
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La formule : 


vu' — iiv' 



qui donne la dérivée d'un quotient y — — permet aussi de calculer 
la dérivée de tg x , en écrivant ; 

sin x 

y — —:—î u = sin x: u = cos x: v = cos x; v f = — sin x; 

cos x 




côS“ x -+- sin 2 x 
cos" x 


i 

COS 2 X 


= 1 + tg 2 z. 


156. Le théorème des fonctions de fonctions permet de calculer 
les dérivées de fonctions circulaires plus compliquées que les trois 
fonctions élémentaires. 

Si u est une fonction rie a;, admettant une dérivée tL, les déri¬ 
vées de :* 


y — sin u; y = cos u; y ~ tg u 
sont respectivement : 

y' = u' . cos u; y = — u sin u; 1 / = u' (1 + tg 3 u) — 
Par exemple, les dérivées de ■ 





y = sin ax; y — cos (ax J -f- bx -f- c); y -- tg (x 2 H- 1) 
sont ; 

y' = a cos ax; xf = — (2 ax + b) sin (ax 2 -b 6x -h c): 



2x [ l 


ig* rx 2 


i)] = 


x 


cos 2 (x 2 H- 1) 


La dérivée de u m étant mu m - 1 . u', les 


dérivées de ; 


sont : 


y = sin™ x; 


y = COS 111 x; y — fg m X 


ÿ r = m sin” 1-1 x cos x; y' — — m cos™ * sin x; 

a 

m tg 1 " -1 a; 

?/ — —-—r--- 

cos x 

Nous saurons maintenant étudier les variations d'un grand nombre 
de fonctions trigonométriques. Nous traiterons un exemple quand 
nous aurons expliqué comment on calcule quelques fonctions primi¬ 
tives rie fonctions circulaires. 


PONCTIONS PRIMITJVKS 


\Tà 


FONCTIONS PRIMITIVES 

* 

157. Tout d’abord, les fonctions primitives de sin x et cos x sont, 
respectivement, cos x et sin x; la fonction primitive de I -+- ig 2 x 

1 

est tg x; c’est aussi celle de -— (à une constante prés). 

eoÊT x 

_ l 

La dérivée de cotg x — tg(-^ — x) étant —— la fonction primi- 

i 

tive de ——— est — cotg x. 
sir- x 

158. Ü faut aussi savoir calculer les fonctions primitives de siir x, 
cos 2 x, sin 3 x, cos 3 x. 

Sol! d'abord y — sin- x ; la formule cos 2 x — 1 — 2 sin 2 x donne : 

1 1 * 
sirr x — —- — — cos 2 x. 

Nous avons vu que la dérivée de sin ax est a cos ax; donc, une 
primitive de cos ax est ; 

1 . 

— sin ax; 

et une fonction primitive de y = sin 2 x est : 

x I t x 1 

F (x) = — - - ■— sin 2 x — — y sin 2 x. 

’) 2 2 2 4 

On voit de la même façon qu’une fonction primitive de y = cos 2 x 

est : F(x) = — -f- sin 2 x 

2 4 

1 1 

en écrivant : y = — + cos 2 x . 


159. Pour y 


sir x, on e 


y = sin x (1 — eos 2 x) = sin x — cos 2 x sin x, 


La primitive de sin x est — cos x; une primitive de — cos 2 x sin x 


t 


est — eos* x f puisque la dérivée de cos® x est —3 eos" x sin x. 


Donc, une primitive de y = sin 2 x est 


\ 


F(x) = — cos x H- tt cos 3 x 
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On calculera de la même façon une primitive de y = 
écrivant : 

y — cos x (J — sin- x) = cos x sin 2 x cos x\ 
et : 

'-a '-m J X -h -l h K 


cos x en 


F (x) = sin x 


sim x. 


Pour terminer, nous traiterons un exemple de variation de fonction 
trigonométrique et une application des fonctions primitives au calcul 
d’une surface. 


160. Problème. — On donne une circonférence de centre 0, de 
rayon R, et un point Ûxe C sur cette circonférence * Considérant un 
point M variable de la circonférence r on le joint au point D diamé- 
tralement opposé à C, et on abaisse une perpendiculaire MN sur 
la tangente AR au point €♦ Soit x Vangle variable que fait le 
rayon OM avec Je rayon GD. 

Etudier la variation de la somme ; 

y — MD + MK; 


quand x varie de 0 à 2 «. Construire la courbe représentative et 
calculer Faire limitée par cette courbe, F axe des x et les ordonnées 
extrêmes f en supposant R = F 


B 


Joignons GM; NM = CH est la projection 



Fig. 4L 


du contour COM sur CD; on a donc : 

NM = CO + OH = R -b R cos x ; 
d'autre part : 

DM = 2 R sin ~ ; 

2 

/ 

et ; y = R ( 1 -b cos x -b 2 sin — J . 

Si W est le symétrique dé M par rapport 
à CD, quand M vient en M', la somme y 


reprend la même valeur. Il suffira donc d’étudier la variation de y 


quand x varie de 0 a on complétera ensuite par symétrie. On voit, 
d 1 ailleurs, que si on remplace dans y x par deux valeurs r — x et 


- -b x, on retrouve la même valeur. 


La dérivée de y est : 


FONCTIONS PRIMITIVES 
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Cette dérivée s’annule, dans l'intervalle (0, -)> pour : 




sin 





Elle est positivée quand x croît de 0 à — , 

O 

— à rr; la fonction passe pour x = <: par 
o o 


négative quand x croit 

5 R 

un maximum égal à. ■— 


pour x = par un minimum égal à 2 R; elle part de 2 H pour x = 0, 

Le tableau suivant, où nous avons fait R = i, donne les variations 
de y quand x croît de 0 à 2 




La courbe représentative a la 
forme indiquée par la figure 45. 

La surface considérée, ombrée 
sur la figure, a pour mesure ; 


F(x) étant une primitive de y 
Cette primitive a pour vale 



x -b sin x — 2 cos 



En faisant R = f f on a donc : 



163, Calculer la dérivée de : 


nBRTVréÉS ET KONCTÏOïS’S PRIMITIVES 

164. Calculer fa dérivée de ; 

_ _eos x -p x sin x 

cos x -h sin x + x (sin x — cos x) ' 

165. Calculer une fonction primitive de f (x) — sin 4 x. 

166. Calculer ono fonction primitive de /Ce) — cos 4 x. 

167. Calculer une fonction primitive de : 

/ (x) — sin rraa; sin px, 
ïn et p étant deux nombres entiers. 

# 

168. Calculer une fonction primitive de 

f(x) — ços mx cos px f 

m et p étant entiers. 



v V k UUAUUIWi lUIllyLIVIl 




m et p étant entiers. 


/ (jj) = sin mx cos px t 



173* On donne une de mi-circonférence de diamètre AB - SR. Par A, on 
mène une demi-droite coupant la circonférence en C et telle que Paûgle BAD 
?oit égal h f> 0 ^. D’nn point M de Parc RC on abaisse les perpendiculaires 
MP et Mil sur AB et sur AD. On mène la corde AM et cm désigne par x 
l'nnglc RAM. Le point M se déplaçant sur Parc BC, évaluer la somme : 

y 55 MP 4- Mil 

r» fonction de R et de x et étudier la variation de y. 

iHacc.y Paris.) 


174. D*nn point M d’une demi-circonférence de diamètre ALî “ 2 K, on 
abaisse la perpendiculaire MP sur AB et la perpendiculaire MQ sur la tan¬ 
gent© AC en A. On forme ainsi un rectangle ÀQMP : 

1° Evaluer Paire de ce rectangle en fonction de R et de P angle RAM = x. 
Etudier tes variations de .cette aire, M décrivant la demi-circonférence* 
Examiner le cas où Paire est maximum* 

{liacc.t Paris*) 


175. On donne un angle droit A OU; dans 1 Intérieur de Paitgle, un point P 
dont les distances aux deux côtés sorti : PK = a 1 PH — L 
Par le point P, on mène une droite variable MPN, qui rencontre les deux 
côtés de l‘angle ©n M et N. On désigne par x Panade ainu A MO : 


TuïGOSÛMÉUm., - - (AI, 
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i° Calculer en fonction de x la longueur MiN — y de la droite* 

2° Etudier la variation de y quand œ varie de 0 à et représenter cette 

variation par une courbé. 

3° Calculer le minimum de y. 

4° Application : a — S cm , ï> = |ç“. 

(Bûcc.é Paris*} 


176.. Une ellipse de foyer F et F' est définie par son grand axe - a et sa 
distance focale 2 c. On mène par le foyer F un rayon MF rencontrant Fellipse 
eu M et faisant avec le grand axe AFF'À', un angle x.: 
î° Calculer en fonction de a, c, x, la longueur p — FM de ce rayon vecteur; 
2° Calculer la longueur p* rz W du rayon vecteur PM' parallèle à FM, mené 
par le foyer P; 

î î 

3° Montrer que ■ -— -U —— 

P p 

est indépendant rî© x, et éludier les variations de ; 

i 


quand x varie, c'est-à-dire que M décrit la demi-ellipse _VBà: 

4 * Etudier la variation de Faire du trapèze FMM'F' dans les mêmes conditions. 

(Bacc. w Grenoble.) 


CHAPITRE XII 


CALCULS PRATIQUES 


161. Usage des tables de logarithmes des lignes trigono- 
métriques. — Las tables de logarithmes des lignes trigonométriques 
donnent les logarithmes des fonctions circulaires des angles compris 
entre zéro et un droit, de minute en minute, en degrés ou en grades. 
On utilise plus volontiers les grades, ou les calculs se font dans le 
système décimal; leur emploi est d ailleurs obligatoire aux concours 
des deux écoles Polytechnique et de Saint-Cyr. 

Le sinus et îa tangente d'un angle étant respectivement égaux au 
cosinus et à la cotangente de l'angle complémentaire, on inscrit 
seulement dans les tables les logarithmes des fonctions circulaires des 
angles de 0 à 50 grades. Dans chaque page de la table, les valeurs 
des angles sont inscrites à droite, et on lit la table de haut en bas 
dans chacune des colonnes intitulées sinus, cosinus, tangentes et 
cotangentes; les compléments sont inscrits à gauche, et, pour ceux-ci, 
on lit la table de bas en haut, les colonnes intitulées vers le bas 
cosinus, sinus, cotangentes, tangentes. 

Calcul du logarithme d’une fonction circulaire d’un angle inférieur 
à 100 grades , 

162. Si 1 angle contient seulement des minutes, le logarithme de 
chacune de ses fonctions circulaires est inscrit dans la table. Sinon, 
il faut, pour les secondes de grade, faire une correction analogue à 
celle que Ton fait quand on cherche le logarithme d’un nombre. 

On admet que, lorsqu’on passe d’un angle inscrit dans la table 
au suivant, Vaccroissement de logarithme d’une quelconque de ses 
lignes trigonométriques varie proportionnellement à l'angle. 

On cherche la différence tabulaire, qui, dans certaines tables, est 
inscrite entre les deux valeurs consécutives des logarithmes dans 
une petite colonne supplémentaire. Une règle de trois donne la cor¬ 
rection à effectuer; on peut aussi utiliser de petites tables de parties 
proportionnelles qui sont en marge de la table* 

On voit que les calculs se font de la môme façon que pour les 
logarithmes des nombres. 
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163. Exemples. — I. Calculer log sin 34? r ,52 43. 

La table donne : log sin 34sr,52 : T,et D = 11. 

La table des parties proportionnelles donne : 

pour 40" : 4,4; pour 3" : 0,38; 

la correction à effectuer est donc : 4,78. 

On ne conserve que le chiffre précédant la virgule, en le forçant 
de ï, puisque le suivant est 7, Le calcul se dispose, sans explication, 
de la façon suivante : 

sin 34sr,o243 _ 

Pour 34er,52.. 1,71270 

_ Pour 40 4,4 

D ^ 11; Poiir 3 0 ,38 

log sin 34gr,5243 1,71273 


164. 11. Calculer log tg 62sr,2573. 


0,17142 
10,3 
0,45 

log 62sr,2573 0,17133 

Pour les cosinus et les cotangentes, il ne faut pas oublier qu’ils 
décroissent quand l’angle croit; il faut alors retrancher les corrections; 
nous conseillons, pour éviter toute erreur, de remplacer l’angle par 
son complément. 


15; 


62sr,2573 
Pour 62g«\25 
Pour 70 

Pour 3 


III. Calculer log cos 74ê r ,3173. 


complément 
D = 16; 


25,6827 

Pour 23,68. 

Pour 20 

Pour 7 



log cos 74gr,3173.. 


1,59391 
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Problèmes inverses. 

165. IV. Calculer l’angle x défini par ; 


16gï.74 

80 

f* 

1,4 5 

x ■= 16gr,7485. 

166. V. Calculer l'angle x tel que : 

log cotg x = 1,06951 
log tg (100 — x) = 1,06951 

P. F, 06909 — 7gr,43 

42 

p. 41,5 70 

p. 1,5 2 

100 — x — 7=i',4372; 
x — 92sr,5628, 


167. .Résoudre un triangle ABC, rectangle en A, connaissant 
l’hypoténuse a et un côté de l’angle droit b. 

a = 37m, 50; h = 27m, 58. 

Formules : 

sin B = - ; C = 100e r — B; c = a sin B; S = 4- bc- 
a ' 2 

Calculs auxiliaires. Calculs définitifs. 

Calcul de log et de colog a : Calcul de B et C : 

log a - 1,57403 log b = 1,44059 

colog n = 2,42597 colog a = 2,42597 

log sin B = 1,86656 

Pour 1,86652 57g»,60 

d = 7 Pour 4 67 

B =±s 52gr ) 6067 

C = 47^,3933 


log tg x ~ 1,43028; 

Pour M3005.... 
Pour 23 

Pour 21,6 


log b ~ 1,44059 
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Calcul de log sia C : 

C = 47^,3933 _ 

Pour 47^,39 1,83093 

d = 7; Pour 33 2 

îog sin C = 1,83095 


Calcul de c : 

log a =£,57403 

log sia C = 1,83095 
log c — 1,40498 
Pour 1,40483 25,40 

d — 17 Pour 18 8 

c = 25* } 41, 

Caîcul de S ; 

log b — 1,44059 
log c = 1,40498 

colog 2 = 1,69897 
log S = 2,34454, 

Pour 2,54456 350*34 

par excès. 


168, Résoudre un triangle rectangle connaissant Fhypoténuse 
a = 37* f 5Q et un côté de Fangle droit b = 27 m ,58. 

Formules : 

C 

2 log tg — = log (« — &) + colog (a+i)}; 

2 log c = log (a — b) + log (a + b). 

» 


Calculs auxiliaires, 

a = 37,50 

6 = 27,58 

a b =65,08 
a — 6 = 9,92 

Calcul de log (a — b) 

îog (a — b) = 0,99651 

■ a. 

Calcul de log (a + 6), et colog 
(« - 1 - 6 ) : 

log (0 + 6) = 1,81345 
colog (a -+- b) = 2,18655 

Calcul de log 6 : 

log 6 = 1,44059 ; 


Calculs définitifs. 

Calcul de C : 

log (o — b) =J), 99651 
colog (o + 6) = 2,18655 

2 log tg ~ = T, 18306 

, , C T+1,18306 

l0g ^ 2=^-1 - 

* = 1,59153 

log tg | = T,59153 

Pour 1,59141 23ër ( ft9 

Pour 12 60 

d = 20 

-- = 23+6960 
2 

C = 47+3920 
lî - 52+6080 


r 
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Calcul de S : 


log 6 


Calcul de c : 


log c 
cotg 2 

log S 
S 


1,44059 

_M0790 

1,69897 

2,54746 

352 ^ 2 , 7 * 


log (a — fc) 
log (a -f- b) 


2 log c 
log c 
Pour 


0,99651 

1,81943 

2,81596 

1,40798 

1,40790 

25m ,55 


25,38 


169. Résoudre un triangle ABC, connaissant un côté a et les deux 
angles adjacents : 

a - 458m,36; B = 85+0514; C = 48+1120. 


Formules : 


A = 200s r — (B -f- C); 


» sin C 


b — 


sin A 


a sin B 

* 

sin À 


— frc sin À. 

'} 


Calculs auxiliaires. 


Calculs définitifs. 


Calcul de log a 

a = 

Pour 
d — 9 Pour 

log a - 


458,36 

458,3 2,66115 

6 5 

2.66120 


Calcul de log sin B : 

B s* 83,0514 

Pour 85,05 1,98791 

d = 2 Pour 14 0,3 

log sin B = 1,98791 

Calcul de log sin C : 

il 

C = 48,1120_ 

Pour 48,11 1,83620 


d = 7 Pour 
log sin C = 


20 J 
f,83621 


B 

C 

B -j* C 

A 

Calcul de c r 

log a 

log sin B 
colog sin À 
log b 
Pour 
d — 8 Pour 


85,0514 

48,1120 

133,1634 

66,8366 


2,66120 

1798791 

0,06180 

2,71091 

2,71088 513,9 
3 4 


= 513m, 94. 


Calcul de c : 

log a 

log sin C 
colog sin A 
. log c 
Pour 
d — 4 Pour 


= 2,66120 

= 1,83621 
= 0,06180 
= 2,56921 
2,55919 

2 

= 362m ,44 


362, 
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Calcul de colog stn A : 

A = 66.8366 


Pour 
d : ■ 4 Pour 

log sin A — 
colog sin A = 


66,83 1,93817 

64_ 3 

1,93820 

0,00180 


Calcul de S : 

log b — 2,71091 
log c — 2,53921 

log sin A == 1,93820 

colog 2 = T69897 
log S sa 4,90729 

Pour 4,90730 

80.785 n ' 2 par excès 


170. Résoudre un triangle connaissant deux côtés et l'angle 
compris : 

b = 171“',3; C = 120 m ,7; A = 665 r ,84. 


Formules : 

B HH C 
2 


= 100 ~ TT 


K — € 
2 


b sin A 
sin B 


b — c 
b —F c 


A 

¥ ; 


Calculs AUXILIAIRES, 


Calcul de 


B + C 


Calculs définitifs. 


Calcul de 


B — C 


100 

4 = 33,42 


BM-C 


66,38 


Calcul de colog (6 H- c) : 

b — 171,3 

c = 120,7 

b + c = 292 

b — c = 30,6 

log (t> + c) = 2,46338 

colog (b -f- c) — 3,33462 

log (b — c) — 1,70413 


log (î> — c) ■ 1,70413 
log cotg ^ = 0,23720 

colog (b + c) = 3^33462 


log tg- 


2 _ 

Pour 1. 


= 1,47397 

T, 47376 18 «r ,50 


d = 23 Pour 


Calcul de B et C : 
B -f- C 

—— = t 

B — C 

—à— = 1 


— 66sr,58 
= 18gr,«032 


B = 84sr,0832 
C = 48sr,9748 


CALCULS PRATIQUES 
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Calcul de A -J- B" : 

A = 37,2 
B" = 147,1017 

A + B" = 184,3017 

Calcul de log sin C' : 

sin C' = sin (A + B'} 

A 4 - B' — 90,0983 _ 

Pour 90,09 1,99472 

d — 11 

Pour 80 8,8 

Pour 3 _0,3 

log sin C' = 1,99481 

Calcul de log sin C" : 

C" = 15,0983 


Pour 15,09 1,38734 

d = 27 

..Pour 80 21,6 

Pour 3 0,8 

log sin C" =T, 38756 


Calcul de C" : 

200,0000 

A 4- B" = 184,3017 

C" 15,6983 

Calcul de c' : 

log a = ji,38650 
log sin C' = 1,99481 
colog sin A = 0,26020 

log c' = 2,64151 , 

Pour 2,04147 438,0 

d = 10 4 4 

c' = 438 m ,08 

Calcul de c" : 

log a = 2,38650 

log sin c" = 1,38756 
colog sin A = 0,26020 
log c" = 2,03426 

log c" = 2,03420 
Pour 2,03423 108,2 

c" — 108m,2. 


172, Résoudre un triangle ABC connaissant les trois côtés : 
a = 458m,36; b = 513m,96; c = 362®,44. 

i 

Formules : 



Calculs auxiliaires. Calculs définitifs. 


a = 451,30 ■ 

b = 513,96 

i., ç = 362.44 

2 p = 1.334,70 

p = 067,38 

p — a = 209,02 

p — b = 153,42 

p — c— 304.94 

- H 


Calcul de A : 

log r =108295 
C0 [ 0g {p _ «) — 3,67981 

log tg ~ = T, 78276 

Pour T 76265 33gr,4t 

d = 16 Pour 11 73 

4 = 33gr,4173; A = 06gr,8346 


CALCULS PRATIQUES 


Calcul de log et colog p — a : 

p — a = 209,02 
Pour 209,0 2,32015 
d — 20 Pour 2 4 

log (p — a) — J2.32019 

colog (p — a) = 3,67981 

Calcul de log et colog p — b ; 

p — b = 153,42 
Pour 153,4 2,18583 
d = 18 Pour 2 5 

log (p — b) = J2,18588 

colog (p — b) = 3,81422 

V 

Calcul de log et colog p — c : 

p — c ~ 304,94 
Pour 304,9 2,48410 
d — 14 Pour 4 6 

log (p — c) =_2,48422 

colog (p — c) = 3,51578 

Calcul de log p et colog p : 

p = 607,38 
Pour 667,3 2,82432 
d — 7 Pour 8 6 

log p = 2,82438 

colog p = 3.17562 

Calcul de log r : 

. p — a = 2,32019 
p — b ~ 2,18588 
p — c — 2,48422 

colog p = 3,17562 
2 log r = 4,16591 
log r = 2,08295 
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Calcul de B : 

log r = 2,08295 
colog (p — 6) = 3,81412 

log tg y = 1,89707 

Pour 7,89699 426*,5Z 

d = 14 Pour 8 57 

T = 42^,3257;' B = 85^,0514. 

Calcul du C : 

log r =^08295 
colog (p ~ c) ~ 3,51578 

log tg ~ = T59873 

Pour 7,59861 24gr,05 

d = 2C Pour 12 60 

^ = 24gr,0560; C = 48§r,1120. 

S 

Calcul de S : 

log t — 2,08295 

log p = 2,82438 

log 3 = 4,90733 

Pour 4,90730 

80.785m 1 . 

à 

Vérification : 

A = 66sr,8346 
B = 85s r ,0514 
C = 48sr,1120 

A + B H- C = 199gr,9980 


. f ; . 
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APPENDICE 


Bien que la division des arcs par 2 et les applications de la 
trigonométrie aux opérations sur le terrain ne soient plus an pro¬ 
gramme de la classe de mathématiques, nous croyons utile, en vue 
de certains concours, de traiter ces questions pour terminer. 

DIVISION DES ARCS PAR 2 

Le problème de la division des arcs se pose, d’une manière géné¬ 
rale, de la façon suivante : connaissant une ligne trigonométriqué 

û 

d'un arc a calculer une ou plusieurs fonctions circulaires de Tare —, 

n 

n étant un nombre positif entier. Nous le traiterons, dans quelques 
cas, lorsque n = 2. 


173, Problème. — Connaissant cos a, calculer cos 
, a . 

'TT- 


-, sîn T , 


r * 

Dans la formule de multiplication par 2 . 

cos 2 x = cos 2 x — sin 2 x, 

■ * d 

remplaçons * par cl adjoignons à la relation, obtenue la relation : 

: ' 2 

. n üL ü a 

sin ~a ■+" cos ~T } = •> nous obtenons, pour calculer sin — et 

« mm — 

cos le système de deux équations : 


L'OS- 


cos 


. , fl 
2 


= COS ü t 


* #1 

+ sm~ — = 


qui donnent, par addition et soustraction : 


cos — ~ 
*> 


1 -+- cos a 
2 ~~ ! 


SlTl" — = 

7 


I — cos a 


DIVISION DES ARCS PAU 2 
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Observons que ces deux relations auraient pu être écrites de suite, 
car nous les avons déjà obtenues à propos de la multiplication par 2. 
Elles donnent : 


cos — — + 

9 


V * 1 cos (i 

2 


sm 


a II 

i= ± V" 


— COS Ü 


et, en divisant membres à membres : 


« /I 

2 “ :r V 1 


— cos a 


cos a 


On voit que Ton obtient pour chaque fonction circulaire de l'arc 

— deux valeurs opposées. Il n’est pas difficile d'expliquer ce 

résultat : on se donne non pas l’arc a , mais son cosinus; or tous 
les arcs ayant un cosinus donné sont compris dans la formule : 

a — + a -f* Sfcjr, 

a 

a étant l’un d’eux et h un nombre entier algébrique; les arcs — ont 
donc pour valeurs : 

ï) = ± 9 + ,()r - 

JM 

Si h est pair, k - 21c', ^—± ~ H- 2 k'x, et tous ces arcs ont deux 


sinus opposés : 


sm 


un seul cosinus : cos ~ et deux tangentes opposées : 

Z 

a 

± tg 


si k est impair, on a : 

sin ( 2 feV + - ± V ) = + siu ■? ’ cos ( 2 1c ' n ‘ + n ± T ) —— c °s —■ ; 

tg ( 2 feV + j rl-gj — + tg . 

a 

Ain si les fonctions circulaires des arcs ~ ont ciiacune deux 
valeurs opposées. 
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Si, en meme temps que le cosinus on se donne l’arc a, on sait 
dans quel quadrant se trouve l'extrémité de 1 arc -- et le choix des 
signes se fait immédiatement. 


Soit, par exemple, à calculer les fonctions circulaires de l'arc -g- ; 
les trois fonctions circulaires sont positives, et l’on a, en remplaçant 

TT ^2 

dans les formules trouvées cos a par cos : 

4 2 


“ S 8 


v/ 1 




s/t + 


» sm — = 


V2 


tg |-= a 

8 V 2 -+- */2 


La valeur de tg — prend une forme pins simple en multipliant 

O 

les deux termes de la fraction sous le radical par 2 — cette 
fraction s’écrit : 


(2 — JW_ 

(2 -+- vTns — v /iy 


4 — 2 




\ 2 — D 2 ; 


et l’on a : 


tg i - v'r- i 


174. Problème. — Connaissant tg a, calculer tg —. 
Dans la formule de multiplication par 2 pour la tangente : 


tg 2r = 


2 tg x 
1 — ta 2 x ' 


remplaçons x par —, nous obtenons 

2 


tg a = 


2 tg 


U 

1 ~ tgî 2 


DIVISION DES ARCS PAR 
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si k est impair, le = îfc' + 1 : 



Tous les arcs ~ ont donc seulement deux tangentes, tg ~ et 
_ cote ”, inverses et de signes contraires, 

fO r) M 

Si en môme temps que la tangente on se donne l'arc a, on sait 

G 

dans quel quadrant est terminé l’arc — et l’on connaît le signe de 

sa tangente, ce qui permet de choisir celle des deux racines de l’équa¬ 
tion qui convient. 


148 


TRIGONOMÉTRIE 


Calculons, par exemple, tg q-; 1 équation obtenue plus haut devient 

O 


en y faisant : 


tg a = 1 : 

tg 2 -+- 2 tg ~ — 1 = 0; 


et la racine positive donne : tg ~~ = i /2 — 1 . 

O 

ÎT JT *4 

Soit encore à calculer tg t' ; Ig — = —=; 1 * 


X ln * i 

^3 ° 2 


jgi tg — = l’équation s'écrit : 
_ , a 1 

+ “ t8 T “ 7s = 0 : 


ou : 


~ } + 2 v/3 tg - — i = 0; 


et la racine positive donne : 


—“ 2 — yT 


175. Problème. — Connaissant sin calculer sm — , 

â 

a 

** J- 

Dans la formule de multiplication par 2 pour le sinus ; 

sin 2 x = 2 sin æ cos ar; 

remplaçons a: par —, nous obtenons : 

— 

a a 

2 sin -- cos tt = sin a. 

2 2 


qui, avec la relation : 


. _ fl a 

SID' - + COS 2 -7=1, 


forme un système de deux équations en sin — et eos --. Ce système 

a une forme bien connue, et donne, en ajoutant puis en retranchant 
membres à membres : 


sin 2 


— + cos 2 — -f- 2 sin — cos— = i 4 - sina ; 


■ 1 n , i « ,, . a a 

sm ■ — 4 - cos 2 — — i sin — cos — 

2 2 9 & 


= 1 — sin a ; 


DIVISION DES ARCS PAR 2 
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c'est-à-dire . 


■ a a v 2 

sm — -i- COS — 1 sal + 


sm a; I sm - 


a , 2 
eos- } 

* / 


= 1 — sin a ; 


d oh Ton tire : 


sm — 

9 


cos — = ± Ji 

2 


— sm a. 




cos — 

9 


— ± yi -b sTn a : 


système du premier degré, qui donne, par addition et soustractioii : 

sin = 4~ [± \/H- sinTü ± \J 1 — sin al, (1) 

é— z 

m 

cos ~ = i- [ ± s /1 - 4 - sin a ± sf\ — sin a) ; ( 2 ) 

A 2 

les signes se correspondant devant les radicaux. 

, # a o 

Ainsi, on trouve quatre valeurs pour sm — quatre pour cos — 

Les quatre valeurs de sin — sont les mêmes que celles de oos — ■ 

M « 

mais la correspondance des signes montre que ce ne sont pas des 
valeurs égales qui sont prises ensemble. 

En divisant membres à membres les deux égalités (i). on obtient : 

a f yff + sin a + \/1 — sin o 

% ± v / l + sin a ± ^/1 — sin o 

mais tg — n’a que deux valeurs, inverses l'une de l'autre : 

pU 

* « \/1 + sin a ± VI — sin a 

2 \/l — sin o ± VI H- sin a 

les autres combinaisons des signes donnant les mêmes résultats. 

Cherchons encore à nous rendre compte à priori de l'existence des 
solutions obtenues. 

Si l’on donne : siu a — sin tt; 

les arcs a sont compris dans l’une des formules : 

« 

a = a -J- 2 /t + 7 r, a = sr — o + 2fcï, 
et leurs moitiés ont pour valeurs : 


f - ■ 

fl j* i 


1 — f _ « fr- 

2 2 2 ' ‘ 
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Si h est pair; k - 
sin ( 2 k'A = 

cos ( | + 2 K, ) - 

/ • V 


— 2 fc', on a : 


a 

sm — ; 
v 


a 

cos - ; 


. a 
•a 1 __ ■ 


sm l H 


cos — — 


- + 2V* ) = 


,t— h 2 feV 
*> 


*»(f ”î + aV ') = 




a 

sm — ; 


« 

cotg — 


Si fc est impair, k — 2 Je' + 1 oa a : 


(£+ 2feV 


& , 
sm - ; 


- / ^ 
sm ( Ï - 


-j- 2 h'- + 


= — cos — ; 
2 


cos 


te 


2/tV 


i „ 

R 


\ 

)=- 


= -- cos g ; 


cos 


/ 7T 

\ ir 


2 fe^TT 


sm 


* f 


(f -f-ÏAV+ir)* 


t a 

ifr . . ♦ 

^ J 

S 


t« ( f H - 2 fc'rr + ît j 


= cotg^, 

jfaâi 

•et Ton voit que I on doit bien trouver pour les arcs -y quatre sinus 
et quatre cosinus, qui sont : 


* ■ a 

± sm — 


± cos — ; 

■*} 


et seulement deux valeurs pour leurs tangentes : 


i 

tg 1 


COfe â i 


inverses l une de l'autre. 


Si, en môme temps que Ton donne sin a % on donne l'arc a t l'extré¬ 
mité de l'arc ~ est déterminée, on connaît les signes et les grandeurs 

relatives absolues du sinus et du cosinus, ce qui détermine les signes 
à choisir devant les radicaux. 


applications tofûgbapbiques 


idÎ 


Exemple. — Connaissant sin ~ = — calculer les fonctions eir- 

^r" D * 

&uîaires de l’arc 

L’arc rs> est terminé dans le premier quadrant; son sinus et son 

1 J-J JJ" 

cosinus sont positifs; il est inférieur à t- ; le cosinus est donc supé¬ 
rieur au sinus. Nous prendrons donc, pour le cosinus les deux signes -+- 
devant les radicaux, pour le sinus, le signe -f- devant le premier et 
le signe — devant le second. 



V i + T ” ' 

si’- 


sm )2 

v 3 - 1 . 

2 


2^2 ’ 

7Ï 

V 1 + Ï H "' 

1 i 

V 1 " 2 _ 

V 3 + i . 

008 12 

2 


2 y/t ' 

•f» 

te * — 

Vd — 1 



6 12 

\/ 3 —1 




APPLICATIONS TOPOGRAPHIQUES DE LA TRIGONOMETRIE 


176. Problème I. — Trouver la distance d’on point accessible 
à un point inaccessible. 

Soit A un point accessible et M un point qui ne l’est pas, séparé, 
par exemple, de la région accessible par une rivière. 

On prend, dans la région accessible, un 
second point B; on mesure la distance 
AB — d, puis, à l’aide du graphomètre, en X 

visant le point M de A et de B, on déter- / \ 

mine les angles : ^_ / — -Wr~ •. 

MAB = «; MBA — jS. — 

On a alors : / „ \ 

AM AB . . d A 

ïio. «. sin (a -1- /3) sin -1- fi) - - ^ 


d’où : 


AM 


d sin a 

sin (a H- 0) 


Fîg, 46, 
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177. Problème IL — Trouver la distance de deux points inac¬ 
cessibles. 

On trace, dans la région accessible, une 
base, c’est-à-dire lin segment de droite AB 
choisi de façon que la mesure en soit 
possible. 

Soit ; AB = d> 

On mesure, ensuite, à l'aide du graphe- 
B mètre, les angles ; 

MÀM' = a; M'ÀB = (3; 

MBA = a'; M'EN = /3'. 

Dans les triangles MÀB et M'ÀB, on 
connaît ie côté A R = d, et les angles adjacents; on peut calculer 
AM et AM' : 

AM _ p AM' d _ 

sin a sîn fa 4- a 4- (3 ) ? sin fa' -h fT) sin (a 4- (3 4- S') 

AM et AM' étant'connus, on résoiid le triangle AMM', dont on a 
deux côtés et l'angle compris, ce qui donne MM'. 

178. Problème III. — Problème de la carte. — Trois points 
A, B, C, d’un terrain , ayant été reportés sur une carte, déterminer 
sur cette carte le point M, d’où les distances Â€ et RC ont été 
vues sous des angles a et /?, que l’on a mesurés . 

On pourrait traiter le problème géométriquement en décrivant sur 
AC un arc capable de l'angle a, et sur BC un arc capable de l'angle 
Ces deux arcs se coupent au point C et en un autre point M, qui est 
le point cherché. Mais le procédé manque de précision, car en faisant 
des constructions géométriques il est difficile de tenir compte d'un 
angle inférieur à un degré ou un demi-degré. On traite le problème 
par le calcul, en déterminant les deux angles CÀM et CBM, puis les 
longueurs AM, CM et BM. 

Posons : 

AC = J; BC = V; 

et désignons par x et y les angles MAC 
et MBC! 

Le quadrilatère MACB donne : 
a+/î + r + ÿ + C = 400s r ; 

d’oii l'on tire : 

x —H y = 400gr -— 1 <x 4* B 4~ C), (1 ) 


M 



C 


« 

Fie. 48. 
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D’autre paît, les deux triangles MAC et MBC donnent : 

».„ / sin x . „„ ï sin y , 


MC = 


l sin x 
sin a 


MC = 


sin /3 


en égalant les deux valeurs de MC, on obtient : 

l sin x r sin y 
sin a sin (3 


c'est-à-dire 


et ; 


s m x sin y soi x — sm y _ sin ^ -h siû ÿ 

r sin a l sin f3 f sin a — / sin (3 V sin a — l sin (3 

sin x —' sin y ï sîn a — / sin (3 

-=■ ■ --- - mw- " " 4 

sin x -4- sin y l* sin a 4- l sin (3 


Lu transformant en produit les deux termes de la première fraction 
il vient : 


#4 -y 


}' sin a — l sin (3 
l sin a —j— l s ni h 


et : 


x — y 


x — y 

tg 


1' sin a — ï sîn 8 
V sin u 4- l sin (3 

ï sin (3 — f sin a 
l sin j3 + ï sin a 


g j 2ÜÜI4 

a B 
? ¥ 


fl-i-c y 
2 / J 


Egalité qui détermine la différence ^ — et, avec l’équation (f), 
les angles x et y. 

Pour que le problème soit possible, il faut que l'on ait : 

a + f3 4- C < 400d*\ 

Toutefois, si l'on avait ; 

F 

l sin B = l r sin a, (2) 

X w 

le problème serait indéterminé, le premier facteur de tg —est 
nul. le second : 

a + /?-bC 


serait infiniment grand, car la condition (2) exprime que les rayons 
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des cercles circonscrits aux triangles MAC et MBC sont égaux, le 
point M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC: on aurait alors : 

a + |3 + C= 200gr; a -f- -f- C _ 10 Q gr . 

et la tangente serait infinie. Le point M serait indéterminé sur le 
cercle circonscrit an triangle ABC, 

Mais ce cas ne se présente pas pratiquement, car on choisit le 
point M intérieur an triangle ABC. 

179. Problème IV, — Déterminer la hauteur d’un édifice dont 
le pied est accessible, et qui repose sur un sol horizontal - 

Soit à évaluer la hauteur AB de 
l'édifice; on mesure à partir du 
pied A, sur le sol horizontal, une 
longueur ÀC; on place le graphe- 
mètre de manière que son centre (7 
se projette en C sur le sol, et on 
vise le sommet B de l'édifice, ce 
qui donne l'angle ÂT/W = a, que 
fait C'B avec l'horizontale C'A'. On 
a alors : 

Â'B = AT/ tg a — ÀC tg a; 

et si h est la hauteur du pied du graphomètre, CC = h; on a : 

AB -— H —K AC tg a. 



A C 

Fig. 49. 


180. Problème V. — Déterminer la hauteur d’un êdiÛce dont 
le pied est inaccessible et qui repose sur un sol horizontal . 


Bans le plan horizontal sur lequel 
repose T édifice, on trace une droite 
CD dont on mesure la longueur 

CD = l 

On place le graphomètre en C, puis 
en D, et visant le sommet B de l'édi¬ 
fice, on mesure les angles : 

BC/D' = a; BD'C' — j8; BC'À' = y. 

On a alors, dans le triangle BCT)' : 

_ C']y sin ff , 
sin (et + /î) 



CD sin fi 

sin (a #) 
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Le triangle rectangle BC'A' donne ensuite : 

/ sin jS sin y 

A'B = BC' sin BC'A' = . / 

sin (a H- p) 


En ajoutant à A'B la hauteur h du centre du graphomètre au sol, 
on a la hauteur cherchée : 

iti 7 J sin j8 siû y 

AB — h + ■—: m * 

sin (a H- p) 


Le même procédé permet de déterminer la hauteur d une montagne 
dont le sommet est visible au-dessus d'un plan horizontal. 
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EXERCICES DE RECAPITULATION 


177. 1 u .t et y étant 'Jeux arcs quelconques, on pose ? 

. ^ 4 y 

SITI " — 

T? 

* 

Calculer p en fond ion de ", ros 4 - y). 

2® Sachant que Tort a : sin j; + sin y = t, calculer en fonction Je s., 
co? (x — y). 

3° Déterminer ; Je façon que Ton ait, en cuire : 

3 

cos x cos d — —. 


1° Déduire fie tout ce qui précède les valeurs des arcs compris entre 0 et ~ 
vérifia ni le système : 


sin x -x- sin y = I ; 


cos jc cos y — — 

4 


■ JJuccti lauréat.) 


178, 1° Montrer que le système ■ 


j cos a -j- cos ;<2 4 #) 4 cos fa 4 y) — 0 : 

f sin a 4 sîn fa 4 x) 4 sîn '"a 4 y) — 0 : 

où a est donné, est équivalent nu système : 

j î 4 cos x + cos y — 0 , 

î si q jt + sin y — 0 . 


2° Trouver les valeurs de r et de y ci montrer que les extrémités des trois 
arcs a, a 4 x, a 4 - y, ayant même origine, sont les sommets d’un triangle 


équilatéral inscrit durs le cercle 


t rigonom étriqué. 


(Baccalauréat.) 


179. \° Démontrer Bidon Li Lé , 

fl — cos h cos c) 2 — sin- h sin 2 c — (cos b — coa c) 1 . 

2° Résoudre l'équation : 

x- sin 2 b — 2 ï (1 — cos b cos c) 4 sin^ t = U, 


3° u et l étant les racines, calculer . 


Gas où ; b 



y U 4 V r e 

\f U — V u 

57 

3‘ 
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180, On considère réquation 

mx 2 — mpj 4 p — 0: / 

établir La relation que doivent vérifier les coefficients m et p, pour que les 
deux racines soient Vunc. le sinus, l’autre la tangente d'un même arc a. 

De \a relation trouvée, tirer p en fonction de m, remplacer dans réquation 
donnée, qui ne dépend plus que de m. Calculer, en fonction rie m , sin a et 
cos a. puis calculer m en fonction de a. (Baccalauréat.} 


181, On donne un angle xoy = a; extérieurement à cet angle et dons son 
plan, on construit un triangle isocèle AO H, dont la base ÛB est sur oy, et ayant, 
pour coté OA, une longueur donnée a. On désigne pur x l'angle h la hase de 
ce triangle isocèle : 

fo Exprimer en fonction de a t a et x la distance MM' du milieu VL de AB à ox. 

2 1 * On suppose -a — 304 déterminer tg ” = G de façon que l’on ait 


=. mu; m étant un nombre donné. Discuter quand m 

3 

3 ** Dans le cas particulier, m — — calculer x. 


varie. 

(Baccalauréat. 


182, On considère deux demi-axes rectangulaires Or et Oy cl nu cercle de 
rayon \l r qui leur est tangent. On détermine lu position d'un point M sur ce 
cercle par l'angle x que fait le rayon qui y aboutit avec te. Au point M 

suppose «tir le quadrant BC: ( 0<*<-| j on inf ' ne 1:1 tnngi»nle an cercle, qui 

rencontre Or en P et O y eu Q. 


Evaluer en fonction de Ig 4 - f l aire thi OPQ- Déterminer G de 

façon que cette aire ait pour valeur kR. Discuter en prenant k pour paramètre. 
Quelle relation existe entre les deux valeurs de x, qui correspondent à un même 
valeur rie k ? 

2 o De ce qui précède, déduire le mode de variation de Paire du triangle O BQ. 
quand M décrit le quadrant BC. Représentation graphique. Constater l'exac¬ 
titude -les résultats obtenus par l’étude directe de la fonction considérée, 

3^ Calculer r quand : k - 2 ylî 4 3, 'Baccalauréat.) 


183. On donne une demi-cireonféronce de diamètre AB — 2 B ; on mené pur \ 
une corde AM, faisant avec A II un angle aigu r + et on projette M on P sur AU. 

!*> Déterminer x de façon que Ton ait j 

PM 4 mAP = AB; 

m étant un nombre donné. Discuter* 

2 ® pour certaines valeurs de m, il y a deux angles vf cl x" répondant h la 
question. On pose * = x* + x”. Calculer, en fonction de m. sin 2 i, cos 2. a, 

tg 2 a. 

3 ® Un pose tg ? — m Quelle relation existe-t-il entre les angles a et s ? Pour 
quelle valeur de m aura-t-on a = a ? Quelles sont les valeurs correspondantes 

de x* el x** ? (Baccalauréat*) 


184. On donne une demi -ci r conférence de centre 0 et de diamètre AB = 2 II, 

On prend sur cette demi-circonférence un point M défini par L'angle ÔAM — x. 
On joint ÜM et cm construit sur OM comme côté un triangle équilatéral AMC 
es lé rieur au triangle AOM, 
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1 ° Calculer en fonction de x et de R Faire du quadrilatère AOMC 

gr* Déterminer x de façon que Faire de ce quadrilatère ail nn valeur donnée mit 

Discuter en prenant m pour paramètre. 

3 e Calculer x dans les deux cas suivants ■ 

■ 

m ~ $ * m ' 1 2 * Baccalauréat,) 

185, Soit A un point d’une droite D, tel que OA = c 0 étant un point ■ 
de la droite, R le point de la perpendiculaire h la droite L, menée par A, défini 
par AB = a. On joint B a un point M de la droite D, et on mène OÎT perpen¬ 
diculaire sur MB. Soit x l'angle OMB que Fort suppose aigu; M est alors sur 
le prolongement de OA* 

f° Calculer en fonction de a et de x tes côtés et ta hauteur IIK du triangle 
rectangle OMÎT 

2 <> Déterminer x de façon que Fou ait : 31K ma, m étant un nombre donne. 
Discuter. 

3° Pour certaines valeurs de m, le problème a deux solutions; démontrer que 
la somme des deux angles x correspondants est indépendante de m. 

Baccalauréat.) 

18G. On donne un cercle 0 de rayon R, un dinmMre BOA de ce cercle, et on 
trace le rayon OC, qui fait avec OA l'angle - 7 * 

Dans Fangle AOC, on prend un rayon OM, qui fait avec OC un angle MOG " 5 
La perpendiculaire menée de M sur OC coupe en A . et B 1 les tangentes menées 
au cercle en A et B, et en 1 le diamètre parallèle h ces tangentes. 

1 ° Calculer, en fonction de R et de a, les bases AÀ. = x s BB l — y, du 
Irapèüc AA 1 lï I B î la longueur Ot et le côté 

A T B ( - 

Montrer que Fou a : 

y + X — 2 Rv r 2 CCS a; y — i - 2 R- 

2* On fait tourner la figure autour de AIL Calculer, toujours en fonction de 
R et a. Faire 8 engendrée par ïc côté AjB^ cl le volume engendré par le 
trapèze ÀA^B. Soit V ce volume. 

3° Déterminer a de manière qu’entre V et 8 on ail la relation ; 



k étant un paramètre arbitraire. Discuter par rapport à k. 

(Baccalauréat A 

187. Dans un cercle de rayon II, on mène deux rayons OA, OR, faisant entre 
eux un angle 2 e* puis les tangentes en A et B, qui se coupent en un point C: 
on fait tourner la figure ainsi obtenue autour rFun diamètre E' P îu cercle, 
extérieur à l'angle AOB. 

I» Exprimer le volume Y engendré par le quadrilatère OACB f en fonction de R, 
de a et de Vangle aigu x, que fait la droite 00 avec le diamètre VB f . 

2° Exprimer ïc volume \\ engendré par le secteur de cercle compris entre les 
deux rayons OÀ, OB et Farc AB; 

30 Montrer que le rapport reste constant quand x varie. R et a restant 
constants; 

40 Déterminer a de façon que ce rapport ait une valeur donnée m. Discuter. 

( Baccalauréat .) 
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188. Soit R te centre et r le rayon d'un cercle donné. Un deuxième cercle 
de centre G coupe le premier en A et À / ; son rayon CA est tangent au cercle B 
et Fangle ABC = r. On désigne par II Fintersection de AA' avec BC et par 
F. et F les points do rencontre du segment BC avec les deux cercles B et C. 

1 " Calculer en fonction rie r et de x le rayon R du cercle C. les segments flE, 
IIF et EF. 

2° Déterminer % de façon que FF — m\B, m désignant un nombre donné. 
Discuter. 

3° On prend m — v 3 — !. Calculer x . ttaccalnuréat,) 

189. soit M un point situé sur un quart de cercle AOlî t de rayon R. On 
abaisse de M la perpendiculaire MC sur le rayon 0B h et ou trace la droite MA, 

Déterminer l'angle AOM — j\ fie telle façon que : 

AM 4 - 2 MC = l: 

l étant un longueur donnée. Discuter. (Baccalttureaî .* 

190. On considère une de mi-circonférence décrite sur AB — ± R comme 
diamètre, et un point C sur le prolongement de RA, î\ une distance d de A. 

Trouver sur la demi-circonférence un point M. tel que la distance MC soit la 
demi-somme des distances MA et MB. Discuter, 

On prendra comme inconnue Fangle RAM = .r. (Baccalauréat.) 


191. On donne mio demi circonférence rtc diamètre Vis = 2 E, et Fort consi 
dère la tangente BX à l'extrémité B de ce diamètre, On demande de mener 
par A une sécante, faisant avec AB un angle x. qui coupe le cercle en D, de 
telle façon que Fon ait ■ 

_ 0 —ï 

AC + CD — 4 mIF 


Calculer Fangte r ot discuter 3e problème en faisant varier 
longueur. Ensuite on considère la fonction r 

__ a _ A i 

y — AC 4 - CD: 

étudier les variations de cette fonction, quand x varie de 0 h 


m. qui est une 


TT 

- et déduire de 

S 


celEc r lui de Ïck résultats de la discussion précédente- 


\ Baccalauréat-) 


192, Dana un triangle VBC où l'angle A est supposé droit, on mène ia 
bissectrice dd l'angle B, qui reneontre le côté AC en un point D. Supposant 
connue la longueur VD — d, et l’angle B, établir îles formules permettant de 
calculer par logarithmes lu longueur l de !a bissectrice AD et les longueurs des 
côtés du triangle. 

On cherchera ensuite ù déterminer Fangle I> par la condition que le rapport 

BC 

ÜC 


soit égal a un 
solutions. Dans 


nombre :• >sltif donné ». Condition de possibilité; nombre des 
!i ras où ï — quelle est la valeur de Fangle lî eu degrés ? 


(Baccalauréat.) 


193, On donne une circonférence 0 de rayon R, tangente a une droite 
Uxé X'X au poinï A; d'un point quelconque M de la circonférence, on abaisse 
M\\ perpendiculaire sur X'X, et l'on prend PB = PA. 

Evaluer, en fonction de l’angle XAM = x t et du rayon R du cercle 0, le 
rayon y du cercle inscrit dans le triangle AMB, et étudier la variation de y 
quand le point M déplace ver? la circonférence. / Baccalauréat .) 
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194. Un rectangle 0AMB a deux de ses cédés OA e[ ÛB sur les cotes fixes 
d'un angle droit æOj/; le rectangle se déforme de manière que la diagonale 0 \) 
conserve une longueur constante d. On construit le carré MA CD extérieur a>i 

rectangle. Calculer en fonction de d et de !'angle r — aOM, Faire dn rec¬ 
tangle OCR R. Déterminer x pour que cette nirc ait une valeur donnée md-é 
Discuter. Quelle es{ la valeur de l'angle 2 correspondu ni an maximum de l'aire 1 

Baccalauréat.) 


195. On donne un triangle AOB, rectangle eu 0. dans lequel le rapport : 

OA 

ôr~ 

des deux cédés de l'angle droit est égal à un nombre positif donné m. On joint 
A et K n un point M de Sa bissectrice O: de l’ongle droit du triangle, et on 
désigne par r et 1 / les angles OAM et. ÛRM. 

f° Trouver une relui ion qui existe entre ces deux angles et montrer qu'elle 
peut se nieltre sous la forme : 

m Ig ,r CI H- Ig y) — tg 1 / {I + tg x)\ 


2° Former l'équation du second degré, qui donne Ig -- sachant que x — 2 y., 
cl trouver à quelle condition doit satisfaire m pour qu’H existe sur la droite 0 : 
,m P° inl flt *» SCI1] - P 01 * 1 ' ''''l ™ 1 on nit * = 2 ?'• (Baccalauréat.) 


196. On donne deux cercles tangents intérieurement au point A, Furr de 

centre 0 cl de rayon R*/3 t l'autre do centre 0' et de rayon il. Soit AP une 
corde du cercle 0, AQ lu corde du cercle 0' perpendiculaire a AP. 

Déterminer l'angle ÛAP = r, de telle façon que Fnn ait : 

AP + A Q - 2 mR; 

rn flan! un nombre positif donné. Discuter, 
valeurs de x pour les valeurs remarquables de m* 

f BrXcCûlaufÉûL) 

197. \' f Représenter graphiquement les variai ions de la fonction 

;/ = 3 — 4* siu- x. 

On dé Lcr ml ncra la période de la fonction et les symétries de la courbe 
représentative* 

2P Discuter, suivant les valeurs attribuées au paramètre m, l'équation ■ 

sin 3 x — m sin x — 0: 

on ?c servira du graphique précédent. Connaissant une solution particulière 
a ( 0 <a<-” j, on exprimera toutes les solutions qui ren déduisent. 

(SatnM'gr,) 

198. Soit ABC un triangle, AD ta bissectrice intérieure de F angle A, le 
point D étant sur RC. On donne ; 

BC — < 2 ; b q- c “ t Ci :> a) et AD = d , 

1° Vérifier l'égalité ; d% — bc x + 

2° Former 1 équation du second degré, dont les racines sont h et c. Les lon¬ 
gueurs a. J étant fixes, trouver entre quelles limites peut varier d pour que 
le triangle existe. 
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m 


3° Calculer cos — . Evaluer la projection orthogonale de AD sur ! un des- 


côtés \K ou AC, Déduire du résultat la construction du 
lit les longueurs «. l y il. Discuter. 


triangle ,\RC. connais 
Raccalfturvût.) 


199. Dans un triangle ARC, la bissectrice intérieure de l'angle A coupe le 
col ■ opposé RC an point D, On suppose que la bisseririee est moyenne propor- 
lionne île entre tes segments BD et DC, déterminés sur le côté RC. 

1 ” Eu évaluant la bissectrice de deux façons différenlcs, montrer que I on a 

sin A sïn C ^ sin 2 — 

£ 


i v Connaissant 1 angle A dn triangle, calculer tes imries R et C* Discuter. 
3° En supposant R = A, calculer les angles du Irianglc, On se bornera h 
■ahuiler une ligue trigoiiométrique de l'angle A, 


ans 


général, montrer qu'entre les eélés lu triangle, 


1 dation : 


t) "F C -- fl \f ^ r 


(Institut ëleetrùtechniüue iê Toulouse.) 


200, Dans on triangle rectangle, on donne Fhypoténuse a et le produit m 2 
des bissectrices intérieures ries angles R et C. 

F> Démontrer que 

R C m s 
sin ^ sin -j = 

2" Calculer les angles du triangle. 

3° Démoidrei" que si O est. Te point d'intersection de? hisser 1 triées : 

m- 

bo x co = • 

4° Construire k triangle ; on poinra s’appuyer sur la relation précédente. 

(Baccalauréat.) 



TABLEAU DES PRINCIPALES FORMULES 
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Kelutions entre lea fonctions circulaires d’un même arc : 


sin x 1 

sin- x 4- ix>s : x — 1; tp x = -; cotg x = —— 

r .os a; tg x 


sm- j; 


tg x 
l + tg 2 


COS - a; 


1 -f tg 2 i 


[formules d'inversion : 


•sin x — sin 

cos x 

T — ï 4“ S ^ dT. 

x — 

x — i — i 4 2 Jfir; 



tg JF = tg a; 
ï = a 4- k-. 


Formules d'addition et do soustraction 


tg (a 4- i>) — 


sin {a -J- b) = sin a cos b H- sin b cos <î: 

sin (a — à) = sin a cos b — sin b cos a; 

oos (a 4- b) =r cos a cos b — sin a sin b; 

cos (« — &) = cos a cos fe + sin a sin 6; 

tg a -î- tg /ï ( 4 Ig a — tg d 


° 1 ' 1 — tg a tg b 

Formules de multiplication par 2 : 


tg f« — 6) 


i + tg a tg b 


sin 2 a = 2 &\n a eos a ; cos ta — cos 2 a — sin 2 a — 5 coca « — 1 

-1—2 sin 2 


i 4- cos t a — 2 cos 2 1 — çofi 2 a = 2 sin 2 a; 

2 tg a 

l * 2a = r^T- 


Expreæiora des fonctions circulaires d'un arc a: en fonction de tg = t 


TABLEAU DES PRINCIPALES FOKMULES 
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Surface : 


1 . . 4 

b = — hc sin A 


pr = 


abc 

Tr 


a ftn 
’> 1 


fil '— 
& 3 


S = /p (p — a) (p — b ) (p 
r Tî r 


c); 


p 


a 


tg -ç- 

4 M 


p — b 


fir "—' 

l T> ^ 


p — c 


Dérivées des fonctions circulaires 


Fonctions. 

Dérivées. 

sin x 

cos .r 

sia u 

u f , COS U 

co s x 

— sin x 

eos u 

— a' sin « 

tg x 

-; — = i + 

COS 2 X 

tg V 

U ' (1 + tg 2 5 
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